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В настоящей статье приведены результаты исследования различных переходных режимов 
насосного агрегата нефтеперекачивающей станции, в частности, токи статора приводного элек-
тродвигателя и скоростной характеристики вращения его ротора. Характеристики насосного аг-
регата могут весьма существенно изменяться в процессе работы. Это обусловлено тем, что па-
раметры перекачиваемой нефти практически непрерывно изменяются, также происходит физи-
ческий износ деталей насосного агрегата, особенно подвержено износу рабочее колесо. Входной 
и выходной переменными данного объекта являются, соответственно, время и угловая скорость 
вращения его ротора. Совокупность приведенных выше факторов оказывает значительное вли-
яние на изменение скорости вращения ротора в процессе эксплуатации, что может отрицательно 
сказаться на работе системы в целом. С целью устранения влияния внешних факторов на работу 
насосного агрегата зависимость между входной и выходной переменными была описана обык-
новенным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами. Цель работы за-
ключается в том, чтобы проиллюстрировать возможности и «технологию» применения алго-
ритма чувствительности для оценивания параметров данного уравнения и показать, что предло-
женные метод и реализующий его численный алгоритм позволяют вполне успешно решать рас-
сматриваемую задачу, и они пригодны для решения многих подобных прикладных задач, свя-
занных с оцениванием параметров обыкновенных дифференциальных уравнений. 

По результатам работы предлагаемые метод и реализующий его численный алгоритм по-
казали свою работоспособность и могут быть в дальнейшем использованы для автоматизации 
реальных объектов управления в различных отраслях науки и техники. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, алгоритм чувствительности, метрика, 
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ВВЕДЕНИЕ 

Как известно [1, 2], для описания количественных связей между перемен-
ными, характеризующими поведение динамических объектов во времени, ча-
сто применяются всевозможные классы дифференциальных уравнений [3–5]. 
Выбор класса такого уравнения должен учитывать известные теоретические 
представления в физике, химии, экономике и т. д., а также основополагающие 
процессы и механизмы, определяющие функционирование изучаемого объ-
екта [6–9]. Определение значений параметров выбранного класса дифферен-
циального уравнения при этом сводится к задаче минимизации какой-либо 
метрики, характеризующей расстояние между измеренными значениями вы-
хода объекта и решениями дифференциального уравнения, вычисленными при 
тех же значениях входа объекта, соответствующих измеренным значениям его 
выхода [10–12].  

Для нахождения значений параметров дифференциального уравнения 
воспользуемся алгоритмом чувствительности [13], суть которого приводится 
ниже. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В качестве исходных данных в выполненных нами исследованиях были 
использованы данные, полученные путем непосредственных измерений на 
реальном объекте в лаборатории НИИ ЭлеСи. На рис. 1–3 приведены 
зависимости момента, скорости вращения ротора и токов статора от времени 
приводного электродвигателя насосного агрегата (НА) при различных 
режимах его эксплуатации. Для исследований и моделирования были 
использованы файлы данных формата dat. 

 

 
Рис. 1. Режим работы электродвигателя с номинальным моментом 

Fig. 1. The operating mode of the electric motor with a rated torque 

На рис. 1–3 цифрой 1 обозначена зависимость скорости вращения ротора 
НА от времени ( )t , цифрой 2 – переменное напряжение питания электродви-
гателя u(t) и цифрой 3 – ток статора i(t). 
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Рис. 2. Режим работы электродвигателя на холостом ходу 

Fig. 2. The mode of operation of the electric motor at idle speed 
1.  
2.  
3.  
4.  

 
Рис. 3. Режим работы электродвигателя на упор 

Fig. 3. The mode of operation of the electric motor at the stop 

Кроме отмеченного выше, в качестве исходной информации были исполь-
зованы некоторые данные, содержащиеся в руководящих документах (РД), 
определяющих требования к проектированию магистральных нефтепроводов. 

2. ВЫБОР КЛАССА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

Для решения поставленной задачи с учетом существующих ограничен-
ных возможностей по сбору измеренных значений частоты вращения ротора 
приводящего электродвигателя или, что то же самое, вала насоса и тока ста-
тора было решено использовать один из классов дифференциальных урав- 
нений.  

Выбор дифференциального уравнения для моделирования процесса за-
пуска и выхода на установившийся режим асинхронного электродвигателя, 
приводящего в действие насосный агрегат, осуществлялся исходя из физиче-
ских особенностей процесса и объекта. Для реализации поставленной задачи 
были проведены экспериментальные исследования различных классов  
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дифференциальных уравнений, сравнительные характеристики применения 
которых для моделирования рассматриваемого процесса приведены в таб-
лице. В результате проделанной работы было выбрано дифференциальное 
уравнение второго порядка с тремя слагаемыми (таблица), которое описы-
вает исследуемый процесс с требуемой точностью. Определение значений 
параметров выбранного класса дифференциального уравнения сводилось к 
задаче минимизации квадратичной метрики [6]. 

Для реализации поставленной цели была написана программа в среде мо-
делирования Matlab, с помощью которой были проведены все эксперименталь-
ные исследования.  

 

Классы дифференциальных уравнений 

Classes of differential equations 

Вид дифференциального уравнения S, шум 
0 % 

S, шум  
5 % 

S, шум  
10 % 

1 2 ( ) ( )d a a u t t
dt

     0,0042 0,01 0,08 

1 ( )d a t
dt

    0,0045 0,01 0,08 

2
( ) ( )1 2 32

d da a a u t t
dtdt

 
      0,0037 0,008 0,04 

2

1 22 ( )d da a t
dtdt

 
     0,0038 0,0082 0,041 

 
В таблице S – метрика между измеренными и вычисленными значениями 

частоты вращения ротора при различных уровнях шумов; u(t) – переменное 
напряжение питание электродвигателя, при моделировании данная функция 
использовалась еще и как единичная функция u (t) = 1; ε (t) – функция, характе-
ризующая внешнее возмущение, задавалась с помощью специальной про-
граммы, генерирующей шумы с нормальным законом распределения.  

Объектом исследования является разгонная характеристика электродви-
гателя. Входной и выходной переменными объекта являются время и скорость 
вращения ротора двигателя, связь между данными переменными описывается 
обыкновенным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициен-
тами, определяемым с точностью до набора его постоянных коэффициентов, 
численные значения которых нам неизвестны. Для нахождения этих коэффи-
циентов была сформулирована следующая вычислительная задача. 

Во-первых, в результате экспериментов было установлено, что скорость 
вращения ротора электродвигателя ω от времени t с высокой точностью опи-
сывается при помощи следующего дифференциального уравнения: 

 
2

1 22 ( )d da a w t
dtdt

 
    , (1) 

где ε (t) – функция, определяющая внешнее воздействие.  
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Во-вторых, предполагалось, что существует конечное число N пар изме-
рений вида 

 , ,  1, ,i it i N   (2) 

где i  – значение скорости вращения вала в момент времени it . 
В-третьих, для оценки ошибки описания измерений уравнением (1) вос-

пользуемся хорошо известной евклидовой метрикой S, вычисляемой в соответ-
ствии с соотношением 

  
1 2

2

1
( ,  )

N
i i

i
S a t



 
    
 



 , (3) 

где i  и  ,  ia t
  – соответственно измеренные и вычисленные значения ча-

стоты вращения ротора электродвигателя. 
Как непосредственно видно из равенства (3), метрика S является функ-

цией оценок a  неизвестных параметров уравнения (1), и, таким образом, ее 
использование позволяет свести задачу отыскания данных оценок к решению 
экстремальной задачи вида 

 argmin .a S


 (4) 

В равенстве (4) символ argmin  означает, что необходимо выбирать такие 
оценки а , при которых метрика S принимает минимальное значение. Выбор 
именно таких оценок а  в оговоренных выше условиях является, очевидно, 
вполне разумным и логически обоснованным. 

3. НОВЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЭКСТРЕМАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ 
НА ОСНОВЕ АЛГОРИТМА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

Для решения экстремальной задачи (4) применим хорошо известный ал-
горитм чувствительности, основанный на использовании функций чувстви-
тельности ),(  iW a t

 по оценкам параметров ai , определяемых соотношениями 

 ( ,  )( ,  ) ,   1,4.i
i

a tW a t i
a


 




  (5) 

Данный алгоритм является итерационным, на каждой итерации выполня-
ется последовательность численных операций, необходимых для формирова-
ния и решения системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) [14, 15] 
относительно оценок а . Допустим, что уже выполнено l – 1 итераций и вектор 
оценок 1la   вычислен. Представим вектор новых оценок параметров lа  соот-
ношением вида 

 1l l la a a 
  

, (6) 

где la   – вектор поправок оценок 1la  . 
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Разложим функцию ( ,  )la t
  в окрестности значений 1la   в ряд Тейлора, 

ограничившись линейным приближением. В результате получим 

 
1 1

1
1 4

1 4

( ,  ) ( ,  )( ,  ) ( ,  ) ... ,   1, .
l l

l l a t a tw a t w a t a a i N
a a

 
  

      
 

 
   (7) 

Воспользовавшись соотношениями (5), представим выражение (7) равен-
ством вида 

      1 1 1
1 1 4 4( ,  ) ,  ,  ... ,  ,   1,4.l l l l

i i iw a t w a t W a t a W a t a i        
     (8) 

Проанализировав равенство (8), легко увидеть следующее: 
1) оно является линейным уравнением относительно поправок la   при 

любых значениях аргумента t; 
2) если функция 1( ,  )la t

  и функции чувствительности 1( ,  )l
iW a t  из-

вестны, можно скомпилировать достаточно большое количество СЛАУ отно-
сительно поправок .la   

Одну из таких СЛАУ можно получить, если в качестве ее решения ис-
пользовать поправки ,la

  являющиеся решением экстремальной задачи (4). 
Для этого достаточно: 1) заменить в (3) значения  ,  ia t

  правыми частями 
равенств (6); 2) вычислить производные полученной функции по поправкам 

,  1,4,l
ia i   и производные l

iS da  при этом приравнять нулю. 
Выполнив все расчеты, получим СЛАУ вида 

 l lB a 


, (9) 

где l – четырехмерный вектор и матрица B размером 4 × 4, определяемые 
равенствами: 
 ( )l T l

lW a  
 ; (10) 

 ( )T
l lB W W , (11) 

где lW  – матрица, элементы которой вычисляются в соответствии с равен-
ствами 

 
 1,  

,   1, ,   1,4
l

i
ij

j

a t
w i N j

a


  


. (12) 

Здесь ijw  – значения функций чувствительности jW  в момент времени ;it   
Т – символ операции транспонирования векторов и матриц. 

Поскольку оценки 1la   известны, заменим ими неизвестные коэффици-
енты уравнения (1), задав при этом начальные условия. В результате получим 
задачу Коши, для ее решения воспользуемся хорошо известным методом 
Рунге – Кутты. Этим же методом можно вычислить и функции чувствительно-
сти 1( ,  )l

iW a t , 1,4,i   и, таким образом, получить все исходные данные, не-
обходимые для формирования СЛАУ. Решив полученную СЛАУ, будем иметь 
поправки la   и, воспользовавшись равенством (6), можем вычислить новые 

оценки la . И на этом l-ю итерацию решения задачи (3) заканчиваем. 
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ  

На рис. 4 приведены результаты экспериментальных исследований, ха-
рактеризующие точность и работоспособность синтезированной математиче-
ской модели; изображена зависимость скорости вращения вала насосного аг-
регата ω от времени t и соответствующая ей оценка, вычисленная с помощью 
предложенного алгоритма значения коэффициентов уравнения (1): 

1 2 3 420,1492;  297,1612;  647,2839;  1499,2696.a a a a       

 

 
Рис. 4. Результаты моделирования по u(t) 

Fig. 4. Simulation results for u(t) 

 
Рис. 5. Результаты моделирования по i(t) 

Fig. 5. Simulation results for i(t) 

Выбор дифференциального уравнения для моделирования токов статора 
приводного электродвигателя насосного агрегата осуществлялся исходя из тех 
же физических особенностей процесса и объекта, но применительно к данной 
конкретной задаче. Взяв за основу подход, описанный в предыдущем разделе, 
удалось построить математическую модель, которая с достаточной точностью 
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описывает токи статора приводного электродвигателя, результаты экспери-
ментальных исследований для этой части работы приведены на рис. 5. Мате-
матическая модель при этом имела следующий вид:  

 
2

1 2 32 ( ) ( )d i dia a i a u t t
dtdt

     , (13) 

где 1 2 3,  ,  a a a  – вычисляемые коэффициенты уравнения; ( )u t  – переменное 
напряжение питание электродвигателя, которое при моделировании использо-
валось и как функция времени, и как единичная функция; ( )t  – функция, ха-
рактеризующая внешнее возмущение, задавалась с помощью специальной 
программы, генерирующей шумы с нормальным законом распределения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Представленные выше результаты показывают, что предложенные метод 

и реализующий его численный алгоритм позволяют вполне успешно решать 
рассматриваемую задачу, и они пригодны для решения многих подобных при-
кладных задач, связанных с оцениванием параметров обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. 
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Estimation of parameters of the differential equation describing  
the processes of starting and stopping the pumping unit* 
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Abstract 
This article presents the results of the study of various transient modes of the pumping unit 

of an oil pumping station, in particular, the stator currents of the drive motor and the speed char-
acteristic of its rotor rotation. The characteristics of the pumping unit can change quite signifi-
cantly during operation. This is due to the fact that the parameters of the pumped oil change 
almost continuously, physical wear of the parts of the pumping unit also occurs, and the impeller 
is especially susceptible to wear. The input and output variables of this object are, respectively, 
the time and the angular velocity of rotation of its rotor. The combination of the above factors 
has a significant impact on the change in the speed of rotation of the rotor during operation, which 
can adversely affect the operation of the system as a whole. In order to eliminate the influence of 
external factors on the operation of the pumping unit, the relationship between the input and 
output variables was described by an ordinary differential equation with constant coefficients. 
The purpose of this work is to illustrate the possibilities and "technology" of applying the sensi-
tivity algorithm for estimating the parameters of a given equation and to show that the proposed 
method and the numerical algorithm that implements it allow us to quite successfully solve the 
problem under consideration and they are suitable for solving many similar applied problems 
related to estimation of parameters of ordinary differential equations. 

Based on the results of the work, the proposed method and the numerical algorithm that 
implements it have shown their efficiency and can be further used to automate real control objects 
in various fields of science and technology. 

Keywords: differential equation, sensitivity algorithm, metric, controlled object, asyn-
chronous AC motor, mathematical model, extremal problem, rotor speed 
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