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В качестве критериев оптимальности планов эксперимента обычно используют различные выпуклые функцио-
налы от информационной матрицы плана. Как правило, это функционалы типа матричных средних. К числу таких 
функционалов, в частности, относятся такие хорошо известные функционалы, как критерии Д-, А- и Е-оптимальности.  

В данной работе в качестве критерия оптимальности планов регрессионных экспериментов предлагается  
 -функционал типа матричной дисперсии. Доказывается выпуклость этого функционала и устанавливаются необхо-
димые и достаточные условия оптимальности соответствующих планов. При доказательстве выпуклости  -функ-
ционала существенно используется понятие выпуклости по Шуру.  

Для иллюстрации полученных результатов в работе рассмотрены два примера. В обоих случаях в качестве 
функции регрессии выбирается квадратичная парабола, заданная на отрезке [–1, 1]. В первом примере получена ана-
литическая зависимость целевого функционала от весов точек плана, подтверждающая его выпуклость. Во втором 
примере планы эксперимента для квадратичной параболы, оптимальные по различным критериям, сравниваются с 
аналитически найденным  -планом.  

В заключении предлагается еще один критерий оптимальности, который не входит в класс матричных средних 
и представляет собой коэффициент обусловленности информационной матрицы плана. Высказывается предположе-
ние о его выпуклости. Для данного критерия также построен соответствующий план, удовлетворяющий необходимо-
му условию оптимальности. Однако достаточные условия оптимальности данного плана пока остаются неизвестными. 

Ключевые слова: план эксперимента, выпуклый функционал, информационная функция, класс матричных 
средних, матричная дисперсия,  -функционал, порядок Левнера, выпуклость по Шуру, квадратичная регрессия, не-
равенство Беллмана, условия оптимальности 

ВВЕДЕНИЕ 

В задачах планирования эксперимента (Федоров [8]) важную роль играют критерии 
оптимальности, определяющие выбор того или иного непрерывного плана  . Одним из 
основных требований, предъявляемых к критериям оптимальности планов эксперимента, 
является их выпуклость. Функционал 1: ,R   заданный на выпуклом замкнутом конусе 

m mR   информационных матриц ( )M  , называется выпуклым, если для любых ,A B  
имеет место неравенство  
 [ (1 ) ] ( ) (1 ) ( ), 0 1.A B A B             (1) 

                                                        
* Статья получена 09 марта 2013 г. Повторно после исправлений 18 июля 2014 г. 
Работа выполнена в СПбГЭТУ при финансовой поддержке Министерства образования и науки Российской 

Федерации в рамках договора №02.G25.31.0058 от 12.02.2013 г. 
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Хорошо известен класс матричных средних Кифера 1
== { }p p    (Кифер [10]; 

Пукельсхайм [13]), элементами которого 

 1 1/ 1 1/

=1
( ) = [ ( ( ))] = ( [ ( )])

m
pp p p

p i
i

M m tr M m M      (2) 

являются так называемые информационные функции. Они обладают многими положитель-
ными свойствами, которые позволяют использовать их в качестве критериев оптимальности 

[ ( )] maxp M    планов эксперимента  . В (2) величины [ ( )]i M   – это собственные числа 
матрицы ( )M  , при этом в результате предельного перехода полагают   

min( ) = ( ) [ ]lim p
p

M M M


    . 

Эти функции являются не только вогнутыми (при необходимости их приводят к 
выпуклым), но и изотонными, т. е. сохраняющими в диапазоне их значений порядок Левнера. 
Последнее означает, что если ,A B , то  

( ) ( ).p pA B A B      

Три наиболее важных для приложений элемента 0 , 1  и   класса   представляют 
критерии D-, А- и Е-оптимальности соответственно. Изотонность этих критериев означает, что 
имеют место импликации: ,A B  и A B , то  

A B , trA trB , min minA B   . 

Однако наряду с изотонными критериями, образующими класс матричных средних Ф, 
встречаются и другие критерии оптимальности, которые также бывают востребованы на 
практике. К их числу относятся, например, критерии отрогональности, роттатабельности, 
экстраполяции в точку и многие другие. В предлагаемой работе исследуется  -критерий 
оптимальности типа матричной дисперсии, для которого доказывается, что он является 
выпуклым на конусе . 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Согласно определению ( )M   , где ( )M   – информационная матрица любого 
непрерывного плана   (Федоров [8]). Если A , то записываем 0A  . В частности, если 
A B  , то записываем A B . Аналогично, если mR  – выпуклый замкнутый конус 

неотрицательных векторов x, то записываем 0x  , при этом если x y  , то записываем 
x y .  

Пусть 0  – открытый выпуклый конус положительно определенных информационных 
матриц, 0   ,   – множество всех непрерывных планов. В работе исследуется критерий 
 -оптимальности 0: (0, )   , представляющий, в отличие от матричных средних, «дис-

персию» собственных чисел 1= [ ( )]i i M     дисперсионной матрицы 1( ) = ( )D M   :  

 2 1

=1 =1
[ ( )] = ( ) , = .min

m mdef
i i

i i
M m


         (3) 

Критерий (2) не входит в класс  , но, как будет показано, является выпуклым, что в 
порядке гипотезы было высказано в (Лаптев [6]). 

Целью работы является доказательство выпуклости критерия (3). Оно необходимо для 
обоснования предложенных в (Лаптев [6]) достаточных условий оптимальности  -планов *.  
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Кроме доказательства выпуклости в работе рассмотрены два примера. Первый из них имеет 
чисто иллюстративное значение. Он демонстрирует выпуклость  -функционала для двумер-
ной линейной регрессии. В качестве второго примера рассмотрена одномерная квадратичная 
регрессия, для которой проведено сравнение  -оптимального плана с планами, оптимальными 
по другим критериям, в том числе не входящими в класс матричных средних. 

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ  

Для доказательства основного результата, т. е. выпуклости  -функционала (3), нам пона-
добится несколько вспомогательных утверждений.  

1. Прежде всего отметим, что возможна другая форма записи функционала (3)  

 2 1 2

=1 1 <
( ) = ( ) ,

m
i i j

i i j m
m

 
        (4) 

которая следует из тождества Лагранжа (Беллман [3], с. 74)  

 2 2 2 21( )( ) ( ) = ( ) , , .
2

m
i i i i i j j i

i i i i j
x y x y x y x y x y R       (5) 

Для этого в тождестве (5) нужно положить 1= 1my m , 1 = (1,...,1) m
m R . Однако в большей 

степени нам нужна другая эквивалентная форма записи функционала (3). 
Обозначим m – множество всех симметричных матриц m mA R  . Определим на нем 

ковариацию матриц 

 1, ( )( ), ,
def

mC D trCD m trC trD C D   . (6) 

Тогда 
 C = 2 1 2trC m tr C  (7)

– дисперсия матрицы С. Эта терминология оправдана в том смысле, что согласно неравенству 
Беллмана 

 2 1 2trC m tr C , (8) 

которое справледливо для любых симметричных матриц (Беллман [3, с. 168], имеем C 0 . 

Аналогично введем дисперсию вектора   в евклидовом пространстве mR , отождествив ее с 
 -функционалом (3). 

Будем говорить, что множества векторов m
m R  и всех симметричных матриц m  

однотипны, если между их элементами установлено соответствие – каждой матрице C m  
сопоставляется вектор 1( ,..., )m m      ее собственных значений, т. е. [ ]i i C   ,  
i = 1,… , m. Отметим, что данное соотношение не является биективным. 
 

Лемма 1. Пусть = [ ]i i A   – собственные числа матрицы m m
mA R   , т. е. мно-

жества m  и m  однотипны. Тогда 

  А.  (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (9) следует из равенств  

2 2

=1 =1
= , = .

m m
i i

i i
trA trA    
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Первое равенство очевидно. Представим A в виде TU U , где U – ортогональная матрица, 
1= { ,..., }mdiag   . Исходя из такого представления матрицы A определим функцию ( )g A  

формулой ( ) = T
gg A U U , где 1= { ( ),..., ( )}g mdiag g g   . Отсюда следует, что собственные 

числа матрицы ( )g A  получаются из собственных чисел матрицы A в результате «воздействия» 

на них функции g. В нашем случае 2:g x x . Отсюда следует второе равенство. □ 
 

2. Для однотипных множеств m  и m  введем общий термин. Именно, будем рассмат-

ривать их как гильбертово пространство 2L  случайных величин (св.) со скалярным произве-
дением , = M   . Тогда ( , ) = ,cov          – ковариация (св.)   и  , = ( , )cov    
– дисперсия св.  . 

 

Лемма 2. Дисперсия :     – выпуклая функция, т. е. если 2, L  , то

 [ (1 ) ] ( ) (1 ) ( ), 0 < < 1.               (10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя свойства дисперсии и определение ковариации, после-
довательно получаем  

2 2[ (1 ) ] = ( ) 2 (1 ) ( , ) (1 ) ( )
= ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )

( ) (1 ) ( ),

cov                
          

      
 

что совпадает с (10). □ 
 

3. Следующая лемма устанавливает взаимосвязь между векторным упорядочением, инду-
цируемым выпуклым конусом mR  собственных чисел симметричных матриц m , и 

матричным упорядочением, индуцируемым выпуклым конусом m m
m R     этих 

матриц. Это упорядочение, необходимое для определения монотонности матричнозначных 
функций от матриц, является частичным порядком и называется порядком Левнера. 
Соответствующая запись A B , как уже отмечалось, означает, что B A  является 
неотрицательно определенной матрицей. 

 

Лемма 3. (Маршалл, Олкин [7], c. 480). Пусть выполнены следующие условия: 
(1) ,A B ; 

(2) =1 =1= ( [ ]) ,  = ( [ ])m m
i i i iA B      – векторы собственных чисел матриц A и B; 

(3) координаты векторов   и   упорядочены по невозрастанию  

1 1= 1,..., 1: , .i i i ii m           

Тогда .A B      (11) 

В (Беккенбах, Беллман [2], с. 109) отмечается, что это утверждение непосредственно 
следует из минимаксной теоремы Куранта – Фишера (Беллман [3], с. 143). Доказательство 
леммы 3 содержится в (Левнер [11]). □ 

 

4. Пусть 1 1: R R   – некоторая функция. Продолжим   до функции вида 
: m m    способом, описанным выше при доказательстве леммы 1, а именно: для всякой 

T
mA U U   полагаем ( ) TA U U  . Произвольные матричнозначные функции   от 

матриц вводятся естественным образом с помощью стандартных матричных операций 
(Маршалл, Олкин [7], с. 466). 
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Пусть m  . Функция : m    называется матричновозрастающей на  , если 
отношение A B  имплицирует неравенство ( ) ( )A B  всякий раз, когда ,A B  . В кон-
тексте нашей задачи конус   – это множество всех неотрицательных определенных матриц, 
  дисперсия матрицы A , неубывание которой можно доказать. 

Функция : mg    называется матрично выпуклой, если 

 , : [ (1 ) ] ( ) (1 ) ( ), 0 1.A B g A B g A g B              (12) 

Если неравенство (12) строгое, 0 < < 1  и матрица B A  имеет полный ранг, то 
функция g называется матрично строго выпуклой. Нас будет интересовать функция 

1( ) =g A A , заданная на открытом конусе 0  положительно определенных матриц. 
Очевидно, 0 m    . 

Лемма 4. (Маршалл, Олкин [7], с. 474). На конусе 0  функция 1( ) =g A A  является 
матрично строго выпуклой, т. е. если 0,A B  , то  

 1 1 1[ (1 ) ] < (1 ) , 0 < < 1,A B A B             (13) 

причем знак равенства имеет место, если только =A B . 
Утверждение (13) можно найти в (Федоров [8], с. 24). Доказательство леммы приводится 

в (Олкин, Пратт [12]; Уиттл [14]). □ 

3. ВЫПУКЛОСТЬ  -ФУНКЦИОНАЛА 

Прежде чем приступить к доказательству выпуклости  -функционала (3), введем 
необходимое в дальнейшем понятие выпуклости по Шуру (Маршалл, Олекин [7]). Пусть   – 
упорядочение Левнера на некотором множестве mR . Вещественная функция 1: R   
называется выпуклой в смысле Шура, или изотонной, если для всех ,x y  

( ) ( ).x y x y      

Выпуклость по Шуру, очевидно, отличается от выпуклости по Йенсену (1).  
Как уже отмечалось выше, выпуклость по Шуру является желательным свойством 

критериев оптимальности планов эксперимента. Теперь мы можем приступить к 
доказательству основного результата – выпуклости  -функционала (4). 

 
Теорема 1.  Пусть выполнены следующие условия: 

(1) 0= ( )i iM M    – информационные матрицы невырожденных планов i , = 1, 2i ; 
(2) 0: (0, )    –  -функционал (4). 

Тогда 1 1 1
1 2 1 2{[ (1 ) ] } ( ) (1 ) ( ), 0 < < 1,M M M M             (14) 

т. е. функционал   – выпуклый.   
Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим 1= ( )A M  , 2= ( )B M  . Обозначим  

1 1 1= [ (1 ) ] , = (1 ) .C A B D A B         

Согласно (13) имеем C D . Пусть =1= ( [ ])m
i iC   и =1= ( [ ])m

i iD   – векторы монотонно 
упорядоченных собственных чисел матриц С и D. Тогда согласно лемме 3 получаем    . 
Поскольку дисперсия : [0, )m    является выпуклой по Шуру (Маршалл, Олкин [7], 
с. 417), то отсюда следует, что ( ) ( )     . 

С другой стороны, согласно (9) заключаем,что 

 ( ) ( )C    , (15) 
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где m  – вектор собственных значений матрицы mC .Тем самым равенство (15) 
означает, что дисперсия : [0, )m    также является выпуклой функцией. Отсюда, возвра-
щаясь к определению матриц C и D, получаем 

 1 1 1{[ (1 ) ] } [ (1 ) ].A B A B             (16) 

Положим 1= A , 1= B  и будем рассматривать правую часть неравенства (16) как 
дисперсию св. (1 ) m      , где m  рассматриваем как гильбертово пространст-

во 2L . Поскольку дисперсия    согласно лемме 2 выпукла, т. е. удовлетворяет неравенству 

(10), то отсюда следует требуемый результат (14). □ 
Пример 1. Пусть 0 1 1 2 2( , ) =x x x        – функция регрессии, заданная на квадрате 

2= [ 1,1]X  . Обозначим (1,1)A , ( 1,1)B  , ( 1, 1)C    вершины квадрата X , (0,0)O  – его 

центр. Для оценивания параметра 3R  выберем два плана эксперимента  

1 2
1 1= ( ) = ( ) = ( ) = , = ( ) = ( ) = ( ) = ( ) =
3 4

A B C A B C O              
   

 

с матрицами Якоби  

1

1 1 1
= 1 1 1

1 1 1
F

 
  
   

,  2

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 0 0

F =

 
  
  
 
 

. 

Вычислим 1 1 1 1
1= ( ) =
3

TM M F F , 2 2 2 2
1= ( ) =
4

TM M F F  и 1 2= (1 )M M M   . Затем 

найдем 1=i iD M   и 1=D M  , = 1, 2i . Зная матрицы iD  и D, найдем их собственные 
значения, причем для матрицы D  эти значения будут функциями  . После этого определим 
хорду 1 2( ) = ( ) (1 ) ( )G D D     , [0,1]  и функцию ( ) = ( )L D  , где ( )D  –  -функ-
ционал. В результате проведенных вычислений получаем  

2

2 2
18(5 14 45) 1( ) = , ( ) = 10 , [0,1].

9 8( 3) ( 9)
L G         

    
 

Легко проверить, что ( ) > 0''L  . Поэтому функция 1:L R   выпукла. Отсюда следует 
( ) ( )G L   , [0,1] . Значения функций L и G протабулированы и представлены в табл. 1. 

Минимум ( )L   достигается в точке  

3
0 3

1 128= 2 484 20 1241 7 = 0.4203,
5 484 20 1241

 
    
  

 

 при этом (0.4203) = 1.082073L , в то время как 10(0) = = 1.1111
9

L , 9(1) = = 1.1250
8

L . Таким 

образом, результаты вычислений не противоречат справедливости теоремы 1 о выпуклости  
 -функционала (3). □  
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Таблица 1 

 -критерий: табулированные значения функций L и G 

 = 0.1 (0.1) 0.9  
 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

( )L   1.0984 1.0895 1.0842 1.0821 1.0830 1.0865 1.0927 1.1012 1.1120 
( )G   1.1125 1.1139 1.1153 1.1167 1.1181 1.1194 1.1208 1.1222 1.1236 

4. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ  -ПЛАНОВ  

Поскольку -функционал является выпуклым, то к нему применима теорема Федорова о 
выпуклых функционалах. 

 

Теорема 2 (Федоров [9]). Положим   – конус информационных матриц ( )M  , 
1: R   – критерий оптимальности. Пусть выполнены следующие условия: 

(1) ( , ) = ( )Tx f x    – функция регрессии, kx X R  , mR  ; 

(2) 1( )f C X , X  – компакт,   – открытое множество; 

(3) 1( )C   – выпуклый функционал, т. е.  

1 2 1 2[ ( ) (1 ) ( )] [ ( )] (1 ) [ ( )], 0 1;M M M M                 

(4) = ( )( , ) = ( ) ( ) |T
M Mx f x f x

M 


 


. 

Тогда план *  оптимален, если и только если  

 *
*= (

( , ) = tr ,min
)x X M M

x M
M 


 


 (17) 

причем в узлах плана (за исключением, быть может, множества точек меры нуль) функция 
*( , )x   достигает своей нижней грани. 

 

Опираясь на теорему 2, можно сформулировать необходимые и достаточные условия 
оптимальности для непрерывных  -планов * . Именно, имеет место 

 

Теорема 3  (Лаптев [6]). Пусть выполнены условия: 
(1) ( , ) = ( )Tx f x    – функция регрессии, kx X R  , mR  ; 

(2) 1( )f C X , X  – компакт,   – открытое множество; 

(3) 1= ( )m trD  , ( ) = ( ) mG D I    . 
Тогда следующие утверждения эквивалентны: 
(1)  * 2 1 2= arg [ ( ) ( )]min trD m tr D


     –  -оптимальный план; 

(2) имеет место равенство  

 * * * 2 *( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = tr ( ).max T

x X
f x D G D f x G


     (18) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. (1) (2) . В силу теоремы 1 функционал (3) 
является выпуклым. Поэтому согласно теореме 2 для -оптимального  плана выполняется 
равенство (17):  

 ( ) ( ) = .min T

x X
f x f x trM

M M

 
 

  (19) 
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Поскольку 1=D M   и 2=trD D
M





, то  

2 2
3 2= 2 , = 2( ) .trD tr DD trD D

M M
 

 
 

 

Отсюда находим  
2 1 2

2 1 2

[ ( ) ( )]= = 2 ( ) ( ) ( ),

( ) = 2[ ( ) ( )].

trD m tr D D G D
M M

trM trD m tr D
M





    
   

 


    


 

Теперь с учетом равенства 2 2 1 2=trG trD m tr D , перемены в двух последних равенствах 
знака минус на плюс и изменения в (19) операции  min  на  max,  приходим к (18). 

Достаточность. (2) (1) . Доказательство этой части теоремы никак не зависит от 
конкретного вида выпуклого функционала  . Поэтому здесь применим ход доказательства 
теоремы 2, изложенный в (Федоров [9]), а именно: доказательство от противного импликации 

(1) (2)   (если план *  неоптимален, то для него не выполнено условие (19). □ 

5. КВАДРАТИЧНАЯ РЕГРЕССИЯ 

Для наглядной характеризации различных критериев оптимальности, включая  -крите-
рий, рассмотрим одномерную квадратичную регрессию  

 2
0 1 2( , ) = , = [ 1,1].x x x x X           (20) 

Для регрессии (20) построим оптимальные по различным критериям планы эксперимента 
в классе симметричных планов 0 . Последнее означает, что предполагаемые оптимальные 
планы должны иметь вид  

 = { ( 1) = , (0) = 1 2 },p p       (21) 

 где ( )x  – вероятностная мера, или вес, точки ( )x S  , ( )S   – известный спектр плана  . 
Таким образом, требуется определить величину p , которая для различных критериев должна 
быть разной. 

В общем случае оптимальность планов 0  для различных критериев оптимальности 
проверяется с помощью соответствующих теорем эквивалентности. Однако для критериев из 
класса матричных средних эти теоремы являются следствием общего решения полярного 
уравнения (Пукельсхайм [13]). С помощью этого уравнения доказана оптимальность планов 

0  по критериям из класса матричных средних   для полиномиальной регрессии любой 
степени 1r   на = [ 1,1]X  . 

1. Информационная матрица плана ( )M   и обратная к ней 1( ) = ( )D M    имеют вид  

1 10
1 2 1 2

1 0 2
10 00 2 0

2( ) = , ( ) = .
2 0 2

1 10
1 2 2 (1 2 )

p p
p

p
pM D

p p

p p p
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Вычисляем собственные числа = [ ( )]i i D   , полагая 1 2 3     :  

2
1 2 3

1 2 1 1 2= , = , = , = 20 4 1.
4 (1 2 ) 2 4 (1 2 )

p D p D D p p
p p p p p
   

    
 

 

 Отсюда 

D-критерий: 1 2 3 2
1( ) |= =

4 (1 2 )
D

p p
   


; 

A-критерий: 1 2 3
1( ) = =

(1 2 )
trD

p p
     


; 

E-критерий: max 1
1 2[ ( )] = =
4 (1 2 )

p DD
p p
 

  


; 

 -критерий: 
23 3

2
2 2

=1 =1

1 24 6 1[ ( )] = ( ) =
3 6 (1 2 )

i j
i j

p pD
p p

 
    


  ; 

C-критерий: max 1

min 3

[ ( )] 1 2[ ( )] = = =
[ ( )] 1 2
D p Dcond D
D p D

    


    
; 

G-критерий: *

1 1

1 , = 0,
1 2

[ ( )] = ( , ) =max 1 , = 1.x

x
p

G D d x
x

p
  


   



 

 
Отметим, что  

1
1

1 2 4
11 13 22 331

[ ( )] = ( , )

8= [ (2 ) ] = ,
15 (1 2 )

Q D d x dx

D D D x D x dx
p p





 

  





 

 т. е. A- и Q-оптимальные планы для квадратичной регрессии (20) совпадают. Оптимальные по 
различным критериям планы *  представлены в табл. 2, а значения соответствующих им 
функционалов – в табл. 3. 
 

Таблица 2 

Непрерывные оптимальные планы = { ( 1) = ,  (0) = 1 2 }p p      для квадратичной регрессии (20) 

 Критерий оптимальности 

 | ( ) |D   ( )trD   max  3 3 2
=1 =1

1( )
3i ji j     max

min




 

p 1 = 0.3334
3

 1 = 0.2500
4

 1 = 0.2000
5

 0.1823  
1 = 0.1667
6
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Таблица 3 
Характеристики планов = { ( 1) = ,  (0) = 1 2 }p p      для квадратичной регрессии (20), 

max 1= [ ( )]D   , min 3= [ ( )]D   , 1 3cond[ ( )] = /D     

Оптимальные планы * . Функционалы 
D-оптим. A-оптим. E-оптим. -оптим.  cond-оптим.  

*| ( ) |D   6.7500 8.0 10.417 11.316 13.500 
*( )trD   9.0 8.0 8.3334 8.5201 9.0 

*
max[ ( )]D   6.8423 5.2361 5.0 5.0142 5.1213 

*[ ( )]D   22.500 10.667 8.7963 8.7227 9.0 
*cond[ ( )]D   10.404 6.8541 6.0 5.9019 5.8284 
*[ ( )]G D   3.0 4.0 5.0 5.3125 6.0 

 
Анализ табл. 3 позволяет формулировать различные предпочтения на множестве функ-

ционалов от ( )M  . По существу, мы имеем дело с многокритериальной задачей (задачей с 
векторным критерием), и выбор соответствующих предпочтений определяется конкретными 
требованиями, предъявляемыми к решению. В частности, заметим, что критерии в табл. 2 
перечислены в порядке убывания веса крайних точек. 

Поскольку оптимальному плану *  соответствует минимальное значение выбранного 
критерия, то минимальный элемент каждой строки табл. 3 находится на главной диагонали 
квадратной табл. 3, в которой, для краткости, опущен шестой столбец, соответствующий 
критерию G-оптимальности. Это объясняется тем, что согласно теореме эквивалентности 
Кифера – Вольфовица (Федоров [8], c. 77) непрерывные D- и G-оптимальные планы *  
совпадают. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Критерий  -оптимальности аналогичен принципу дисперсии назначения премий в 
страховании, в то время как критерий A-оптимальности соответствует принципу 
математического ожидания [5]. Эти принципы различны в том отношении, что первый из них 
инвариантен к сдвигу ,j j c    а второй, как, впрочем, и все остальные рассмотренные 
критерии – нет. Это означает, что  -критерий занимает в этом отношении особое место и, 
возможно, более предпочтителен с точки зрения помехоустойчивости вычислений, чем  
E-критерий и, тем более, A-критерий. Именно это свойство E- и мажорирующих его критериев 
отмечалось в (Берсенев, Саблин [4]), см. по этому поводу также (Батасова, Гаврилов [1]). 

Что касается C-критерия, то он представляет собой число обусловленности матрицы 
( )D   и также не относится к числу матричных средних. Следуя логике табл. 2 и статьи 

(Берсенев, Саблин [4]), можем заключить, что с точки зрения вычислительной устойчивости 
он представляет еще больший интерес, чем  -критерий. Однако вопрос о выпуклости C-кри-
терия и способах построения соответствующих планов остается открытым. 
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As an optimality criteria of experimental designs various convex functionals an information matrix dependent 
usually are used. As a rule, this functionals to a matrix averages type are related. Such well-known functionals  as crite-
ria of D-, A- and E-optimality pertain to the case of such functionals.  

In the given work as criterion of an optimality criterion for the regression experiments designs  -functional of a 
matrix covariance type is suggested. The convexity of this functional is proved and the necessary and sufficient opti-
mality conditions for this designs are established. At the proof of  -functional the concept of Schur’s convexity essen-
tially is used.  

In order to more clearly explain the obtained results  two examples are considered. In a both cases the quadratic 
parabolas given on a segment [–1, 1] as a regression function are choosed. In the first example the analytical expression 
of a target functional as a function of a design knots weights is obtained. This example confirm the convexity of sug-
gested  -functional. In the second example the experimental designs for a quadratic parabola optimal by various crite-
ria with analytically computed  -design are compared.  

In summary, one more optimality criterion  which does not belong to a matrix averages class is suggested. This 
functional is a conditionality coefficient of the information matrix. The supposition about its convexity is stated. For the 
given criterion the corresponding design, satisfying to a necessary condition of an optimality also is constructed. How-
ever sufficient optimality conditions for the designs of this type at present are unknown. 

Keywords: experimental design, convex functional, information function, class of matrix means, matrix vari-
ance,  -functional, Loevner’s ordering, Schur’s convexity, quadratic regression, Bellman’s inequality, optimality con-
ditions 
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