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Приведены результаты исследований по обнаружению и локализации дефекта строительной конструкции в 
пространстве и времени на основе статистического анализа эмпирического моста, построенного  по квадратам прира-
щений временного ряда. Статистический анализ подразумевает, что в качестве основной гипотезы предполагается 
отсутствие неоднородности. Возникновение неоднородности должно быть обнаружено внешними средствами в ре-
зультате математической обработки записей колебаний датчиков, расположенных на фиксированных этажах. Специ-
фика изучаемых в работе процессов состоит в том, что на периодические колебания накладывается случайный шум. В 
этой ситуации распределение эмпирического моста отличается от распределения для модели простой случайной вы-
борки. Этот вопрос специально изучался в предыдущих статьях, где были установлены границы применимости и 
различия между моделями. Момент разладки определяется как абсцисса наибольшего отклонения эмпирического 
моста от оси абсцисс. Алгоритм статистического обнаружения дефекта включает вычисление кумулятивных сумм 
значений по осям координат, их ортогонализацию с управляющим воздействием, численное дифференцирование, 
суммирование квадратов приращений, выделение интервала стационарности, построение эмпирических мостов по 
квадратам приращений процесса на каждом этаже и по каждой координате, обнаружение неоднородности на основа-
нии их анализа. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Локализация дефекта строительной конструкции во времени и в пространстве имеет оп-
ределяющее значение для его своевременного устранения и предотвращения разрушения. В 
настоящее время разработаны методы контроля колебаний строительных конструкций и их 
математического моделирования методом конечных элементов [1]. 

В нашей работе исследуется статистический критерий, позволяющий по собранным дан-
ным делать вывод о моменте образования дефекта, а также о его пространственной локализа-
ции. Этот критерий основан на изучении эмпирического моста – случайной ломаной,  введен-
ной в статье [2]. Основная гипотеза предполагает, что неоднородности нет. Возникновение 
неоднородности должно быть обнаружено внешними средствами – результатами математиче-
ской обработки записей колебаний датчиков, расположенных на фиксированных этажах.  

 

                                                        
* Статья получена 03 марта 2014 г. 
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 

(проект 13-01-00661). 
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Исходные данные, на основании которых надо принять решение о наличии неоднородно-
сти, – это результаты моделирования колебаний здания, которые физически описываются как 
мгновенные значения ускорений, а математически – как связанные между собой временные 
ряды колебаний с аддитивным шумом на выбранных этажах по каждой из осей координат. 
Исследуется модельная задача искусственного введения неоднородности путем утяжеления 
одного из этажей вдвое.  

Специфика изучаемых в работе процессов состоит в том, что на периодические колеба-
ния накладывается случайный шум. В этой ситуации распределение эмпирического моста от-
личается от распределения для модели простой случайной выборки. Этот вопрос специально 
изучался в статье [3]. Как показано там, логарифмические асимптотики распределения макси-
мального отклонения эмпирического моста от оси абсцисс в этих двух ситуациях совпадают, а 
при практическом вычислении вероятности следует вводить поправки, не превосходящие 
29 %. В связи с этим достигаемые уровни значимости вычисляются в данной работе на осно-
вании распределения Колмогорова с точностью до одной значащей цифры. Момент разладки 
определяется как абсцисса наибольшего отклонения эмпирического моста от оси абсцисс на 
основании работы [4]. 

В параграфе 2 проведен предварительный анализ исходных данных. В параграфе 3 пред-
варительно обработанные записи колебаний анализируются на наличие разладки. В заключе-
нии сформулирован алгоритм обнаружения разладки по результатам записи колебаний строи-
тельной конструкции.    

1. АНАЛИЗ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ 

Исходные данные – это результаты моделирования колебаний здания для уровней –2 
(минус второго), 10, 20, 30 и 40 этажа. Используются два режима моделирования: без дефекта 
и с дефектом. В качестве дефекта рассматривается здание, в котором масса одного из этажей 
(а именно, 25-го этажа) в два раза больше, чем в исходной модели. Колебания (значения уско-
рений) измеряются по 3 координатам с временным шагом 0,01 с в течение четырех минут (все-
го 24000 отсчетов). 

В качестве колебаний на уровне –2 взяты результаты записи, осуществленные на реаль-
ном объекте и описанные в работе [1]. Колебания здания возникают из-за колебаний основа-
ния. Моделирование колебаний под этим воздействием начинается из состояния покоя. Оси 
координат привязаны к осям здания: ось х направлена вдоль фронтальной оси здания. 

Графики колебаний приведены в работе [1]. Для модели без дефекта характерны более 
быстрый рост и более медленное затухание колебаний, чем для  модели с дефектом. Особенно 
велики отличия для колебаний вдоль вертикальной оси.  

На рис. 1 приведены графики для оси z. Они сильно различаются для разных режимов, но 
изучение графиков не дает ответа на вопрос, какой этаж имеет массу, вдвое превышающую 
массу остальных.   

Через xd, yd, zd будем обозначать координаты колебаний на соответствующем уровне при 
наличии дефекта, а через  xn, yn, zn – при отсутствии дефекта.  

Для каждого уровня от 10 до 40 вычислим квадраты амплитуд колебаний и найдем их 
разности 

r = xd
2

 + yd
2 +zd

2 – (xn
2
 + yn

2 +zn
2). 

Для минус второго этажа эти вычисления не проводятся, так как для него нагруженный и 
ненагруженный случаи не отличаются – разности равны нулю.  

Вычислим кумулятивные суммы  rL = cumsum(r).  
Разделим кумулятивные суммы на выборочное стандартное отклонение и на корень 

квадратный из числа отсчетов n = 24000. Получим нормированные кумулятивные суммы 
rN = (var(r) n–1/2 rL. 
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Рис. 1. Графики колебаний по оси z на 10-м, 20-м, 30-м и 40-м этажах (снизу вверх)  

без дефекта (слева) и  с дефектом (справа) 

График нормированных кумулятивных сумм на  уровне 10 приведен на рис. 2. Для дру-
гих уровней графики имеют сходный вид. Для графика характерно убывание в среднем (отри-
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цательный снос), т. е. накопленные квадраты амплитуд колебаний растут медленнее в случае 
наличия нагруженного этажа, что соответствует положениям общей теории колебаний.  

 

 
Рис. 2. Нормированные кумулятивные суммы разностей  

квадратов амплитуд на уровне 10 этажа 

Были изучены амплитуды спектров сигналов по каждой оси координат на каждом уровне 
от 10 до 40. По горизонтальной оси откладывается частота в герцах. Так как замеры произве-
дены в течение 240 секунд с дискретностью 0,01 с, то дискретное преобразование Фурье дает 
частоты от 1/240 Гц  до 50 Гц с шагом 1/240 Гц. Амплитуды вычисляются делением значений 
дискретного преобразования Фурье на число отсчетов (24000).  

Анализ показывает расщепление пиковой частоты, приближенно равной 5 Гц, для колеба-
ний по оси Z в моделях с дефектом: между двумя максимумами амплитуд образуется минимум. 
В результате существенно понижается высота спектрального пика. Кроме того, происходит 
сдвиг (уменьшение) пиковой частоты. Так, на уровне 20-го этажа значение пиковой частоты из-
менилось с 5.07 Гц в модели без дефекта до 4.99 Гц в модели с дефектом (рис. 3). Эти отличия 
определяют возможность детектирования дефекта (нагруженного этажа) спектральным методом.  

 

 
Рис. 3. Амплитуды спектра колебаний на уровне 20 в модели 
без дефекта (сверху) и с дефектом (снизу). По горизонталь- 
                     ной оси отложена частота в герцах 
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2. ЭМПИРИЧЕСКИЙ МОСТ И СТАТИСТИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ 

Анализ кумулятивных сумм на разных уровнях показывает рост зашумления с ростом 
высоты. Для того, чтобы анализировать зашумление, осуществим ортогонализацию кумуля-
тивных сумм S по соответствующим координатам с кумулятивными суммами S0 на уровне –2 
по формуле 

S0 = S – < S,  S0 > S0 /< S0, S0 >. 

От ортогонализованных сумм S0 перейдем к их приращениям, т. е. к исправленным зна-
чениям процесса x0, y0, z0, а затем к приращениям процесса dx0, dy0, dz0.  

Просуммируем квадраты приращений по всем координатам и по всем уровням: 

v(i) = ∑ j ((dxj
0)2 + (dyj

0)2 + (dzj
0)2). 

Здесь суммирование ведется по всем уровням  j > 0. 
По этим суммам  построим эмпирический мост [2]: ломаную с узлами в точках  

(k/n,   ( ∑  i ≤ k v(i) – k ∑ i ≤ n v(i)/n)b–1n–1/2). 

Здесь b – выборочное среднеквадратическое отклонение для  {v(i)}i ≤ n. 
На рис. 4 приведены эмпирические мосты для моделей без дефекта и с дефектом.  
Эмпирические мосты кажутся визуально почти не различимыми, однако между ними 

есть принципиальные отличия, которые и являются предметом последующего анализа. Эти 
отличия будут выявляться нахождением интервала стационарности и анализом эмпирических 
мостов, построенных на нем. Для интервала стационарности характерно линейное поведение 
эмпирического моста, что соответствует постоянному среднему значению (в данном случае 
квадратов приращений).   

Из рисунка видно, что можно выделить четыре интервала линейного поведения эмпири-
ческого моста как для модели без дефекта, так и для модели с дефектом. Границы интервалов 
– это точки, в которых происходит излом эмпирического моста – одна аппроксимирующая 
линейная функция сменяется другой. Эти интервалы отыскиваются аналитически как моменты 
наибольшего отклонения эмпирического моста от горизонтальной оси. В эти моменты вре-
менной ряд разрезается на две части, и процедура выполняется снова. В результате этой про-
цедуры найдены следующие границы интервалов: в модели без дефекта – 1, 7304,  9392,  
16816,  24000;  в модели с дефектом – 1, 7312,  9388,  16284,  24000. При этом величина откло-
нения на последнем интервале составляет  4.54 для модели без дефекта и  4.31 – для модели с 
дефектом.  Для дальнейшего анализа берется пересечение этих интервалов, т. е. интервал от  
16816 до 24000, содержащий 7185 значений. Этот интервал соответствует стационарному ре-
жиму, когда система, стартовавшая из неподвижного состояния, пришла в состояние стохас-
тической стабильности.   

Построим эмпирические мосты по квадратам приращений на каждом положительном  
уровне по каждой координате. Проанализируем поведение эмпирического моста соответст-
вующим статистическим критерием [2]: достигнутый уровень значимости вычисляется как 
«хвост» распределения Колмогорова.  

Таким образом, критерий эмпирического моста (при выборе критического уровня 0,01) 
принимает гипотезу об однородности наблюдений для всех этажей в модели без дефекта, и 
отвергает для всех этажей, начиная с 20-го, в модели с дефектом. Наиболее сильное отличие 
зафиксировано для модели с дефектом на 40-м этаже. Итак, возможно использовать данный 
статистический критерий для выявления наличия дефектов и их пространственного поло-
жения.  
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Таблица 1 

Значения статистики максимального отклонения эмпирического моста и соответствующие  
достигнутые уровни значимости 

Для модели без дефекта Для модели с дефектом 

Номер этажа 
Значение  

статистики 

Достигнутый  
уровень  

значимости 

Значение  
статистики 

Достигнутый  
уровень  

значимости 

10 1,284 0,07 1,381 0,04 

20 1,136 0,2 1,879 0,002 

30 1,370 0,05 1,794 0,003 

40 1,540 0,02 2,633 0,000002 

 
Проанализируем работу этого критерия в задаче обнаружения времени возникновения 

дефекта. Для этого склеим данные (квадраты ортогонализованных приращений) для моделей 
без дефекта и с дефектом на каждом этаже с 10-го по 40-й. Это соответствует последователь-
ной записи колебаний в удаленные моменты времени, между которыми  произошло возникно-
вение дефекта конструкции. Так как выбранные данные насчитывают по 7185 значений для 
каждого ряда, то в результате склеивания получим ряды длиной 14370 значений.  

Построим эмпирические мосты и изучим их с помощью статистического критерия. Ре-
зультаты анализа приведены в табл. 2.  

Оценка момента разладки отыскивается как момент наибольшего отклонения эмпириче-
ского моста от оси абсцисс [3]. Так как истинная разладка (склейка данных для ненагруженно-
го и нагруженного режимов) происходит в момент 7185, то ошибка в определении момента 
разладки определяется как разность между оценкой момента разладки и истинным моментом 
разладки, умноженная на 0,01. Здесь учтено, что интервал времени между отсчетами составля-
ет 0,01 с.  

 

   
Рис. 4. Эмпирические мосты сумм квадратов приращений ортогонализованных процессов в модели  

без дефекта (слева) и в модели с дефектом (справа)  

Разладка по оси x  фиксируется с точностью до 10 с, причем на очень низком уровне зна-
чимости (меньше 0,0001). По оси y разладка также фиксируется с точностью до 10 с за исклю-
чением 30-го этажа, где ошибка составляет 58 с. Достигнутый уровень значимости не превос-
ходит 10–6. По оси z разладка на этажах 10, 20 является незначимой – гипотеза о разладке от-
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вергается на уровне 0,1. На 30-м, 40-м этажах разладка значима на уровне 0,0001, ошибка (за-
паздывание) в определении момента разладки составляет 26 с.  

Таблица 2 

Результаты анализа разладки 

Ось коор-
динат Этаж 

Оценка  
момента  
разладки 

Ошибка  
в определении мо-
мента разладки, с 

Значение  
статистики 

Достигнутый  
уровень  

значимости 

10 7579 3,94 3,37 <10–6 

20 7596 4,11 7,48 <10–6 

30 7601 4,16 2,40 2·10–5 
X 

40 8119 9,34 3,40 <10–6 

10 6862 –3,23 7,74 <10–6 

20 6830 –3,55 5,37 <10–6 

30 12965 57,8 2,70 <10–6 
Y 

40 8091 9,06 4,83 <10–6 

10 5800 –13,85 1,08 0,2 

20 7127 –0,58 1,10 0,2 

30 9784 25,99 2,74 <10–6 
Z 

40 9782 25,97 2,37 3·10–5 
 

Согласно общей теории, развитой в статье [3], максимальное отклонение эмпирического 
моста при основной гипотезе имеет распределение, близкое к распределению Колмогорова, а 
при альтернативной растет пропорционально величине неоднородности (в нашем случае – 
изменению массы этажа). Поэтому при снижении величины отклонения от нормы со 100 % до 
50 % и 25 % следует ожидать, что применяемая статистика критерия уменьшится приблизи-
тельно в два и четыре раза соответственно. Так как для распределения Колмогорова достигну-
тый уровень значимости имеет асимптотику α ~ 2 exp(–2x2), то в случае, когда для 100 %-го 
отклонения  он достаточно мал, для 50 % и 25 % он будет соответственно составлять пример-
но α1/4 и α1/16.  В частности, если (как в большинстве строк таблицы 2) α < 10–6, то для отклоне-
ния в 50 % гипотеза об однородности отвергается на уровне значимости 0,032, а для отклоне-
ния в 25 % – лишь на уровне 0,42. Таким образом, следует считать разработанный подход при-
емлемым при 50% отклонения массы этажа от номинала и малоприемлемым при 25 %. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В результате проведенного анализа проведены исследования по возможности обнаруже-
ния дефекта, состоящие из следующих шагов. 

1. Вычисляются кумулятивные суммы значений по осям координат.  
2. Кумулятивные суммы ортогонализуются с кумулятивными суммами в подвале (на ми-

нус втором этаже), то есть с управляющим воздействием. 
3. От ортогонализованных кумулятивных сумм переходим к значениям процесса, а затем 

к приращениям процесса. 
4. Квадраты приращений процесса  суммируются по всем координатам и этажам. 
5. По этим суммированным данным строится эмпирический мост и определяется интер-

вал стационарности (на этом интервале максимум модуля эмпирического моста не должен 
превышать 5). 

6. На интервале стационарности строятся эмпирические мосты по квадратам прираще-
ний процесса на каждом этаже и по каждой координате.  
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7. Процесс считается неоднородным, если достигнутый уровень значимости принимает 
значения меньше 0,01, т. е. максимум модуля эмпирического моста больше 1,63. 

8. Момент появления неоднородности определяется как момент наибольшего отклонения 
эмпирического моста от оси абсцисс.  

Пункты 1–2 обосновываются необходимостью изучать не  управляющее воздействие, а 
реакцию конструкции на него. Пункты 3–4 необходимы в силу того, что процесс представ-
ляет собой быстрые колебания, и отличия нагруженного и ненагруженного режимов могут 
быть найдены только при анализе динамики амплитуд этих колебаний. Пункт 5 необходим 
для определения интервала стационарности процесса, так как вне этого интервала методы 
обнаружения разладки не работают. Пункты 6–7 описывают методику применения эмпири-
ческого моста к анализу однородности [3]. Пункт 8 описывает процедуру отыскания состоя-
тельной оценки момента разладки [4]. Различные методы обнаружения разладки регресси-
онных моделей (в том числе в условиях сильной зависимости) обсуждаются также в [5–12], 
их применения к экономическим, медицинским и электроэнергетическим временным рядам 
рассматриваются в [13–16]. 

Отметим, что для практического применения предлагаемого алгоритма требуется от-
ладка на данных, полученных не в результате моделирования, а в результате прямой записи 
наблюдений. Проблема здесь состоит в том, что трудно получить наблюдения с наличием 
дефекта: как описано выше, на модельных данных чувствительность метода позволяет обна-
руживать, что масса этажа увеличилась на 50 %, но для реальных объектов такое увеличение 
массы просто недопустимо или крайне трудоемко. Есть предположение (следующее из всей 
логики статистического анализа), что по более длинной записи наблюдений удастся обна-
ружить значительно меньшие отклонения массы, однако (ввиду трудоемкости загрузки зда-
ния) опыты следует начать либо с масштабных моделей зданий, либо с наблюдений за есте-
ственным изменением массы (выпадение снега на крышу, возможно, дает неоднородность 
требуемого масштаба).     
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Article includes researching results of possibility of detection and space-time localization of a building’s defect 
based on statistical analysis of an empirical bridge of squares of  increments of the time series. Statistical analysis as-
sumes homogeneity under basic hypothesis. One must detect appearance of non-homogeneity by the external analysis 
on the base of mathematical processing of data from detectors on fixed floors of the building. Specific nature of signals 
under study is superposition of waves and noise. Distribution of Empirical Bridge in this case differs from one in the 
model of simple random sample. We have studied this problem in previous papers and stated rules for applications and 
differences between models. A time of change point is estimated as a time of maximal deviation of the Empirical 
Bridge from a horizontal axis. Algorithm of statistical search of a defect includes calculation cumulative sums on coor-
dinate axes, finding their components which are orthogonal to control, numerical differentiation, summing squares of 
differences, finding stationary interval, construction of empirical bridges of differences on each floor and coordinate, 
evaluation of non-homogeneity on its analysis. 
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