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Гибридные системы часто используются в различных технических приложениях, таких 
как робототехника, авиация, космос, энергетика и др. Возникновение гибридных систем управ-
ления обусловлено применением вычислительных средств для реализации законов управления, 
в том числе и нелинейных. Цифровые средства не могут реализовывать непрерывные законы 
управления. Однако известные методы синтеза, особенно нелинейных систем, приводят именно  
к непрерывным управлениям, что и вызвало необходимость дискретизации последних с возможно 
большим периодом. Решение задачи определения максимально допустимого периода дискретиза-
ции нелинейной системы управления является довольно сложным этапом ее создания. Эта про-
блема рассматривалась во многих публикациях, целью которых был поиск наиболее подходящего 
метода определения максимального периода дискретизации. В настоящей статье также рассмат-
ривается задача определения максимально допустимого периода дискретизации управления нели-
нейной гибридной системы и его зависимость от модуля максимального собственного числа функ-
циональной матрицы квазилинейной модели непрерывной системы. Нелинейная гибридная си-
стема создается путем дискретизации управления нелинейной непрерывной системы. Эта непре-
рывная система синтезируется с применением алгебраического полиномиально-матричного ме-
тода синтеза нелинейных систем управления, в котором используются квазилинейные модели. 
Установлено, что значение максимально допустимого периода дискретизации зависит не только 
от модуля максимального собственного числа, но и от начальных условий и внешних воздействий. 
Эти зависимости сложны, и их трудно найти теоретически. Экспериментально на примере кон-
кретной нелинейной гибридной системы управления показано, что меньшие по модулю собствен-
ные числа приводят к большим значениям максимально допустимого периода дискретизации. 
Аналогичный подход может быть использован при решении задачи выбора периода дискретиза-
ции законов управления реальных гибридных систем управления на основе компромисса между 
быстродействием системы и периодом дискретизации.  

Ключевые слова: нелинейная система, квазилинейная модель, дискретизация управле-
ния, гибридная система, период дискретизации, максимальное собственное число, устойчи-
вость, положение равновесия 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время большое внимание уделяется нелинейным системам 
управления, так как линейные системы не позволяют удовлетворить современ-
ным требованиям к качеству процессов управления [1]. При этом реализация 
законов управления, в том числе и нелинейных, как правило, осуществляется 
с помощью компьютерной техники [2–4]. Это приводит к образованию гибрид-
ных систем управления (ГСУ), характерная особенность которых заключается 
в том, что объект управления в них функционирует во времени непрерывно,  
а измерение переменных объекта, формирование и оказание управляющих воз-
действий на объект происходит в дискретные моменты времени [5].  

Несмотря на значительный прогресс, достигнутый в последнее время  
в разработке общих подходов к исследованию гибридных систем, интеграция 
соответствующих подходов и создание эффективного метода синтеза этих си-
стем всё еще является актуальной [6–8]. Известно несколько подходов к реше-
нию этой задачи: 

–  дискретизация объекта – построение дискретной модели непрерывного 
объекта и последующий синтез дискретного регулятора методами теории дис-
кретных систем; 

–  прямой синтез цифрового регулятора для непрерывного объекта без ка-
ких-либо упрощений и аппроксимаций модели системы управления; 

–  подход, основанный на совместном использовании методов численной 
оптимизации для поиска оптимальных параметров регулятора и моментов его 
срабатывания. Обычно этот подход базируется на достаточных условиях опти-
мальности с применением аналитической процедуры поиска оптимального за-
кона управления с обратной связью по состоянию [9, 10].  

Основной проблемой создания ГСУ является выбор периода дискретиза-
ции. Эта проблема изучалась многими исследователями, и были предложены 
различные методы для ее решения. Так в [11, 12] анализируется на качествен-
ном уровне влияние изменений периода дискретизации на функциональные 
свойства цифровых систем управления, в которых чем меньше период дискре-
тизации, тем больше требуется циклов для расчета управления и, следова-
тельно, необходимы цифровые устройства управления с более высоким быст-
родействием. В [13] был предложен метод, предполагающий использование 
непрерывного ПИД-регулятора в качестве аналога. Сначала тем или иным спо-
собом рассчитываются параметры непрерывного ПИД-регулятора, а затем,  
в зависимости от выбранного метода аппроксимации интеграла, определяются 
параметры дискретного ПИД-регулятора по уравнению непрерывного регуля-
тора. Однако при переходе от непрерывного управления к дискретному возни-
кает погрешность, и погрешность тем больше, чем больше период дискретиза-
ции Т. Таким образом, выбор периода дискретизации Т зависит от погрешно-
сти, рассчитанной по параметрам дискретного ПИД-регулятора. В [14] автор 
совместил итерационный выбор возможно большего значения Т с определе-
нием минимально необходимого порядка и вида передаточной функции циф-
рового корректирующего устройства (ЦКУ). Предложенный в этой работе ме-
тод основан на многошаговом усложнении выражения для передаточной функ-
ции ЦКУ и уточнении величины периода дискретизации Т на каждом итераци-
онном шаге. Количество таких шагов обычно невелико и зависит от порядка 
передаточной функции непрерывной части цифровой системы управления,  
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а также от количества и значений ее «малых» постоянных времени. Тем не ме-
нее итерационная процедура достаточно сильно затрудняет процесс синтеза 
ГСУ [15, 16].  

Важно отметить, что большинство предложенных методов основано на 
выборе тем или иным способом периода дискретизации непрерывных законов 
управления с целью реализации их цифровыми средствами, такими как микро-
контроллер, микропроцессор, ПЛИС и т. п.  

В настоящей статье исследуется зависимость максимально допустимого 
по устойчивости периода дискретизации также непрерывного управления от 
собственных чисел системной матрицы квазилинейной модели нелинейной не-
прерывной системы управления. Существенное отличие рассматриваемого 
подхода состоит в том, что нелинейная непрерывная система управления син-
тезируется алгебраическим полиномиально-матричным методом с примене-
нием квазилинейной модели заданного объекта с дифференцируемыми нели-
нейностями. Искомую зависимость предполагается найти путем моделирова-
ния гибридной системы управления. 

Статья состоит из трех разделов. В первом разделе рассматривается ал-
гебраический полиномиально-матричный (АПМ) метод синтеза нелинейных 
систем управления на основе квазилинейных моделей нелинейных объектов. 
Во втором разделе ставится основная задача статьи – исследование связи до-
пустимого по устойчивости ГСУ периода дискретизации с собственными чис-
лами системной матрицы квазилинейной модели нелинейной системы управ-
ления. В третьем разделе представлено решение этой задачи на примере нели-
нейной системы, полученное методом имитационного моделирования в 
MATLAB.  

1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЙ ПОЛИНОМИАЛЬНО-МАТРИЧНЫЙ 
МЕТОД СИНТЕЗА НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

Предполагается, что уравнения нелинейного аффинного по управлению 
одномерного объекта в переменных состояния имеют вид 

 ( ,  )x x u  ,    ( )y x  , (1) 

где x – n-вектор состояния; u – управление; y – управляемая выходная пере-
менная; 1 2( ,  ) [ ( ,  ) ( ,  ) ( ,  )]Tnx u x u x u x u      – нелинейная дифферен-

цируемая вектор-функция такая, что 2 2( ,  ) 0,i x u u     1,  2, ,  ;i n   ( )x  – 
скалярная дифференцируемая функция. Вектор х предполагается измеряемым. 

Как показано в [17, 18], с применением квазилинейных моделей (КЛМ) 
уравнения (1) совершенно точно можно представить в виде 

 ( ) ( ) ,x A x x b x u   ( ) ,Ty c x x  (2) 

где ( ), ( ) и ( )A x b x c x  – n n -матрица и n-векторы; их элементы ( ),ija x  ( ),ib x  

( )ic x  являются известными нелинейными функциями переменных iх  или по-
стоянными коэффициентами.  
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В соответствии с принципом управления по состоянию и воздействиям 
управление ( ,  )u x g  ищется в виде его квазилинейной модели: 

 ( ,  ) ( ) ( ) ,T
gu x g l x g l x x   (3) 

где g = g (t) – измеряемое задающее воздействие; ( ),gl x  ( )Tl x  – функциональ-
ные коэффициент и n-вектор, которые определяются АПМ-методом, предло-
женным в работе [19]. При этом ставится задача обеспечения асимптотической 
устойчивости положения равновесия замкнутой системы (1), (3), требуемой 
длительности переходного процесса и нулевой статической ошибки по задаю-
щему воздействию при нулевых начальных условиях и g (t) =1(t). 

Из уравнений (2) и (3) следует, что замкнутая система описывается урав-
нением 

 ( ) ( ) ( ) ,gx D x x b x l x g       ( ) ,Ty c x x  (4) 

где матрица ( )D x  определяется выражением 

 ( ) ( ) ( ) ( )TD x A x b x l x  . (5) 

Задача синтеза АПМ-методом имеет решение, если выполняется условие 
управляемости по состоянию КЛМ (2) [20], т. е.  

 1det ( ) det[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] 0,nU x b x A x b x A x b x      Ux , (6) 

где U  – некоторая окрестность точки x = 0. Эта окрестность может быть ко-

нечной или совпадать со всем пространством nR . Кроме того, примем, что  
в окрестности U  выполняется и условие управляемости выходом объ-
екта [21], необходимое для обеспечения нулевого значения статической 
ошибки. В данном случае это условие имеет вид 

 об ( ) ( )adj ( ) ( ) 0,Tx c x A x b x         Ux . (7) 

При выполнении условий (6) и (7) находятся полиномы: 

 1
1 0( ,  ) det ( ( )) ( ) ( )n n

nA p x pE A x p x p x
      , (8) 

 
1

,
0

( ,  ) adj( ( )) ( )
nT j

i i i j
j

V p x e pE A x v x p



   ∑ ,     1,  2, ,  i n  , (9) 

где ie  – i-й столбец единичной n n -матрицы Е. Далее формируется гурвицев 
полином 

   1
1 1 0

1
( ) ....

n n n
i n

i
D p p p p p p     




          . (10) 
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Здесь ip  – желаемые корни характеристического полинома (собственные 
числа) системной матрицы ( )D x  (5), которые удовлетворяют следующим 
условиям: 

 const,ip      0,   i i jp p p    ,    i j ,    ,  1,  2, ,  i j n  . (11) 

Кроме того, корни ip  должны удовлетворять условиям, при которых синтези-
руемая нелинейная система будет удовлетворять требованиям к ее качеству  
в переходном и в установившемся режимах при нулевых начальных условиях 
и g(t) = 1(t). 

Находится разность полиномов *( )D p , ( , )A p x  и ее коэффициенты: 

 1
1 1 0( ,  ) ( ) ( ,  ) ( ) ( )n

nR p x D p A p x p x p x 
         . (12) 

На основе полиномов ( ,  )iV p x  и ( ,  )R p x  составляется следующая система ли-
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ): 

 

1,0 2,0 ,0 1 0

1,1 2,1 ,1 2 1

1, 1 2, 1 ,n 1 1

n

n

n n n n n

v v v l
v v v l

v v v l   

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ 
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦





     



. (13) 

Аргументы коэффициентов СЛАУ опущены для краткости. Решением си-
стемы (13) определяется вектор 

 1 2( ) [ ( ) ( ) ( )] ,T
nl x l x l x l x        Ux , (14) 

из управления (3), при котором собственные числа матрицы ( )D x  (5) будут 

равны корням полинома ( )D p  (10), т. е. будут постоянными, вещественными 
различными и отрицательными. 

Коэффициент ( )gl x  вычисляется по формуле 

 0 об( ) ( 1) δ ( )n
gl x x   ,      Ux .  (15) 

Таким образом, все коэффициенты управления (3) определены, тем са-
мым получена замкнутая непрерывная система (4), которая включает непре-
рывные объект (1) и устройство управления (УУ) (3), (14), (15). Если уравне-
ния (1) и (3) реализовать с применением непрерывных элементов, например 
операционных усилителей, или с помощью микроконтроллера с очень малым 
периодом дискретизации (порядка пп / (1000 3000)dt t  , где ппt  – расчетная 
длительность переходного процесса), то замкнутая система будет устойчивой,  
ее статическая ошибка по 0( ) 1( )g t g t  – нулевой, а длительность ее переход-
ного процесса при нулевых начальных условиях и 0 1g   будет определяться 

выбором корней (11) полинома ( )D p  (10). 
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В работе [22] представленным здесь АПМ-методом для перевернутого ма-
ятника, который описывается уравнениями  
 1 2x x ,    2 1 35sin( ) 2 2 ,x x x u       3 1 37sin( ) ,x x x u    (16) 

было получено стабилизирующее управление 

 1 1 2 0 1 0 10,5 2,5 ( ) 0,5 18 ( ) 1 9 ( ) ku w x w x w x x   ⎡ ⎤        ⎣ ⎦ , (17) 

где 0 1 2, ,      – положительные числа из полинома (10), 1
1 1 1( ) sin ( )w x x x .  

Переходные процессы, полученные путем интегрирования системы (16), (17) 
в MATLAB функцией ode45 с автоматическим выбором шага интегрирования 
dt, показаны на рис. 1. 

 

     
а б 

Рис. 1. Переходные процессы непрерывной системы  

Fig. 1. Transients of the continuous system  

Графики переменных состояния (рис. 1, а) свидетельствуют, что синтези-
рованная система асимптотически устойчива, причем ее переменные состоя-
ния и управление (рис. 1, б) являются непрерывными.  

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

В настоящее время, как отмечалось выше, УУ чаще всего реализуется  
с помощью микроконтроллеров, период функционирования T которых обычно 
значительно больше указанного выше значения dt. В этом случае управление 
становится дискретным [5, 11, 16]; соответствующий закон управления 
обычно находится путем замены непрерывных значений ( ), ( ), ( )g t x t u t  их 
дискретными значениями ( ), ( ), ( ).k k kg g kT x x kT u u kT    В случае дис-
кретизации управления, например, нелинейной гурвицевой системы (2), (3)  
ее уравнения принимают вид: 

 ( ) ( ) kx A x x b x u  ,   ( 1) ,kT t k T        0,1, 2,k   ,     ( ) ,Ty c x x  (18) 

 ( ) ( )T
k g k k k ru l x g l x x  ,     0,  1,  2,k   . (19) 

Как видно, результирующая система фактически оказывается дискретно-
непрерывной, т. е. гибридной. Очевидно, если ,T dt  то свойства гибридной 
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системы будут близки к свойствам непрерывной. По мере увеличения периода 
Т свойства системы изменяются и, как показывают численные эксперименты, 
при некотором значении T dt  гибридная система становится неустойчивой.  

Для определенности обозначим maxT  такое значение Т, при котором ги-
бридная система (18), (19) устойчива, т. е. lim ( ,0,1) 0,x t   а при max TT T    
система (18), (19) становится неустойчивой, т. е. lim ( ,0,1) 0.x t   Здесь ( ,0,1)x t  – 
вектор переменных состояния системы (18), (19) при 0 0; ( ) 1( );x g t t   T  – 
малое положительное число, при котором четко устанавливается факт: поло-
жение равновесия системы устойчивое или неустойчивое. 

Задача настоящей статьи заключается в исследовании зависимости maxT  
от модуля максимального собственного числа mp  матрицы ( )D x  (5) при усло-
вии, что относительное расположение остальных собственных чисел относи-
тельно друг друга не меняется. При изменении максимального собственного 
числа все они смещаются вдоль вещественной отрицательной оси на одно  
и то же значение, как показано в таблице.  

Корни полинома коэффициентов δi  

Roots of coefficient polynomial δi  

N 1 2 3 4 5 6 8 10 11 

Корни 
–0,01 
–2,01  
–4,01 

–0,25 
–2,25  
–4,25 

–0,5  
–2,5 
–4,5 

–1,5 
–3,5 
–5,5 

–2,5 
–4,5 
–6,5 

–3,5 
–5,5 
–7,5 

–6 
–8 
–10 

–9 
–11 
–13 

–11 
–13 
–15 

0δ
  0,08 2,39 5,62 28,87 73,12 144,3 480 1287 2145 

1δ
  8,12 11,18 14,75 32,75 56,75 86,75 188 359 503 

2δ
  6,03 6,75 7,50 10,5 13,5 16,5 24 33 39 

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Исследование зависимости  max mT p  проводится на примере нелиней-
ной гибридной системы (18), (19), построенной на основе уравнений (16), (17). 
Объект управления описывается уравнением (18), т. е. остается непрерывным 
и моделируется при малом шаге. В результате дискретизации управления (17) 
с шагом Т получаем дискретное управление 

 1 1, 2 0 1, 0 1,0,5 2,5 ( ) 0,5 18 ( ) 1 9 ( )k k k k ku w x w x w x x   ⎡ ⎤        ⎣ ⎦ . (20) 

Система (18), (20) очевидно является гибридной, так как объект описыва-
ется непрерывным уравнением (18), а управление (20) является дискретным, 
причем его вид не меняется при изменении корней полинома (10). Изменяются 
лишь численные значения коэффициентов i

 . Значения корней и соответству-

ющие значения коэффициентов i
  приведены в таблице. 

Для решения поставленной выше задачи при каждом варианте корней из 
таблицы интегрировалось уравнение (18) функцией ode45 с автоматическим 
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выбором шага на некотором малом начальном интервале 0Т Т , при котором 
положение равновесия замкнутой системы управления является устойчивым. 
Через каждые Т секунд вычислялось новое значение управления по фор-
муле (20) и продолжалось интегрироваться уравнение (18) функцией ode45 при 
новых начальных условиях и новом управлении. Этот процесс продолжался до 
получения установившегося режима. Затем значение 0Т Т  увеличивалось от 
начального значения 0 ,Т  при котором система была устойчивой, до такого 
значения, при котором она становилась неустойчивой, т. е. lim ( ) 1,y t   при 

.t  После этого определялось несколько меньшее значение Т, при котором 
выполнялось условие lim ( ) 1y t   при .t   Это значение и принималось в 
качестве maxT  при данном варианте корней из таблицы. 

На рис. 2, а и б показаны графики изменения переменных 1х , 2х , 3х ,  
и график управления u при значениях корней –0,5; –2,6; –4,5 и 0,2Т   с, при 
которых система устойчива, а на рис. 2, в и г показаны графики тех же пере-
менных и управления при 0,2 0,001Т    с, при котором система становится 
неустойчивой. Здесь принято max 0,2T   с. Хорошо видно, что переменные со-
стояния объекта являются непрерывными, а управление – дискретным, точнее, 
кусочно-постоянным, что всегда имеет место при цифровой реализации дис-
кретных управлений. 

 

   
а б 

   
в г 

Рис. 2. Графики переменных состояния и управления перевернутого  
маятника при 0,3mp    

Fig. 2. Graphs of state variables and control of the inverted pendulum  
when 0,3mp    
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Аналогичным способом было установлено, что при значениях корней  
–10, –8, –6 (рис. 3 и 4) максимально допустимый период maxT  составляет всего 
лишь 0,04 с. 

 

   
а б 

Рис. 3. Графики переменных состояния и управления перевернутого  
маятника при 6mp    и Т = 0,04 с 

Fig. 3. Graphs of state variables and control of the inverted pendulum  
when 6mp    and Т = 0,04 sec 

На основе графиков, представленных на рис. 2–4, следует вывод: с изме-
нением модулей собственных чисел матрицы квазилинейной модели замкну-
той системы изменяются максимально допустимый период дискретизации 
управления и быстродействие гибридной системы управления. 

 

   
а б 

Рис. 4. Графики переменных состояния и управления перевернутого  
маятника при 6mp    и Т = 0,05 с 

Fig. 4. Graphs of state variables and control of the inverted pendulum  
when 6mp    and Т = 0,05 sec 

Используя описанный выше алгоритм для всех вариантов корней, приве-
денных в таблице, была получена зависимость максимально допустимого по 
устойчивости периода дискретизации от модуля максимального собственного 
числа системной матрицы квазилинейной модели, приведенная на рис. 5.  
Как видно, при увеличении модулей собственных чисел системной матрицы 
максимальный допустимый период дискретизации уменьшается.  
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Рис. 5. Зависимость max ( )mT p  

Fig. 5. Dependence max ( )mT p  

Из рис. 5 видно, что зависимость  max mT p  является близкой к гипербо-
лической, т. е. с увеличением модуля максимального собственного числа mp  
матрицы ( )D x  квазилинейной модели системы максимально допустимый  
по устойчивости период дискретизации maxТ  уменьшается, а быстродействие 
системы повышается. Другими словами, увеличение mp  приводит к повыше-
нию быстродействия системы и уменьшению maxТ , и наоборот. Полученный 
график позволяет выбрать период дискретизации исходя из некоторого ком-
промисса между требуемым быстродействием системы и периодом дискрети-
зации, обусловленным возможностями используемого микроконтроллера.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Максимально допустимый период дискретизации maxТ  зависит от раз-
личных параметров системы: от модуля наибольшего собственного числа мат-
рицы квазилинейной модели нелинейной системы, от начальных условий  
и внешних воздействий. Причем эта зависимость в целом неизвестна и весьма 
сложна. В общем можно сказать, что «чем меньше корни по модулю, тем бо́ль- 
шим может быть maxТ , но будет большей длительность переходных процес-
сов». Однако определить значение периода maxТ  в каждом конкретном случае 
нелинейной гибридной системы теоретически пока не удается. Это достаточно 
просто установить путем компьютерного моделирования синтезированной 
предложенным методом гибридной нелинейной системы. Очевидно, необхо-
дим новый метод синтеза нелинейных ГСУ, при котором гарантировалась бы 
устойчивость положения равновесия нелинейной гибридной системы и требу-
емые показатели качества при том или ином достаточно большом периоде дис-
кретизации. 
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Abstract 
Hybrid systems are often used in various technical applications, such as robotics, aviation, 

space, energy, etc. The emergence of hybrid control systems is due to the use of computers to 
implement control laws, including nonlinear ones. Digital means cannot implement continuous 
control laws. However, the known methods of design, especially of nonlinear systems, lead pre-
cisely to continuous controls, which caused the need to discretize the continuous control with the 
largest possible period. Solving the problem of determining the maximum permissible sampling 
period of a nonlinear control system is a rather complex stage of its creation. In this article the 
problem of definition of the maximum allowed sample period of the nonlinear hybrid system 
control and its dependence on the module of the maximum eigenvalue of the functional matrix 
of quasilinear model of the continuous system is also considered. The nonlinear hybrid system is 
created by discretizing the control of the nonlinear continuous system. This continuous system is 
synthesized using the algebraic polynomial and matrix method of the nonlinear control systems 
design in which quasilinear models are used.  It has been  is established that the value of the 
maximum permissible sample period depends not only on the module of the maximum eigen-
value, but also on initial conditions and external influences. These dependences are complex and 
it is difficult to find them theoretically. Experimentally, based on the example of the specific 
nonlinear hybrid control system it is shown that eigenvalues smaller on the module lead to larger 
values of the maximum of the permissible sample period. The problem of choosing the sample 
period of control laws of the real hybrid control systems can be solved in the similar way based 
on a compromise between the system high-speed performance and the sample period. 

Keywords: nonlinear system, quasilinear model, control discretization, hybrid system, 
sample period, maximal eigenvalue, stability, equilibrium 
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