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В работе рассмотрены вопросы применения дискретных моделей динамических систем на 
основе многошаговых методов для задач идентификации и оценивания параметров по малому 
числу наблюдений на примере апериодического звена первого порядка. Проблема идентифика-
ции параметров динамических систем актуальна в задачах управления стационарными и неста-
ционарными динамическими системами, например, в системах бездатчикового управления син-
хронными или асинхронными электроприводами погружных установок центробежных электро-
насосов, находящихся в режиме прерывистой эксплуатации. Задача оценивания параметров ре-
шалась в классической постановке метода наименьших квадратов без учета априорной инфор-
мации о характере шумов в измерительных каналах. Показано, что точность оценивания пара-
метров зависит не только от нормы вектора помех, но и от его ориентации относительно про-
странства столбцов информационной матрицы, а также от числа обусловленности информаци-
онной матрицы. Структура формирования матрицы и обусловленность задачи зависят от вы-
бранного метода аппроксимации производной переменной состояния. Введено уточнение, что 
полученные результаты оценивания параметров нуждаются в дополнительной постфильтрации 
для применения в замкнутых системах управления из соображений устойчивости. Согласно по-
лученным результатам, для большинства инженерных приложений в задачах оценивания пара-
метров линейных и нелинейных систем могут быть рекомендованы неявные многошаговые ме-
тоды. Наибольшая точность оценивания параметров апериодического звена при скользящем 
среднем для всего рассматриваемого участка моделирования достигалась при использовании 
методов Тастина и Милна для перехода в дискретное время, позволяющих получить более вы-
сокую обусловленность задачи по сравнению с другими методами. 

                                                      
* Статья получена 06 ноября 2024 г. 



86 Е.И. ПОПОВ, А.С. ГЛАЗЫРИН, В.А. КОПЫРИН 

Ключевые слова: идентификация, оценивание параметров, нестационарная динамиче-
ская система, дискретная модель, многошаговые методы, малое число наблюдений, метод 
наименьших квадратов, гиперсфера ошибок 

ВВЕДЕНИЕ 

При решении задач управления стационарными и нестационарными ди-
намическими системами различной природы [1, 2] нередко возникает про-
блема идентификации параметров математической модели. При этом для боль-
шинства инженерных приложений наибольший практический интерес пред-
ставляет именно динамическая (текущая или online-) идентификация. Харак-
терной задачей является, например, идентификация параметров математиче-
ской модели электропривода погружной установки скважинной добычи нефти, 
находящейся в режиме прерывистой эксплуатации. Так, при синтезе бездатчи-
ковой системы управления электроприводом установки центробежных элек-
тронасосов (УЭЦН), замкнутой по наблюдателю состояния [3–5], необходимо 
учитывать, что динамическая система «длинный питающий кабель – погруж-
ной электродвигатель» является существенно нестационарной, что связано как 
с климатическими особенностями региона эксплуатации скважины, так и со 
спецификой технологического процесса добычи нефти в прерывистых режи-
мах эксплуатации [6, 7]. 

Другой особенностью рассматриваемой задачи является то, что процесс 
динамической идентификации настраиваемой модели нестационарной дина-
мической системы электропривода УЭЦН должен выполняться средствами 
цифрового сигнального процессора наземной станции управления, что накла-
дывает ограничения на вычислительную сложность применяемых алгоритмов 
идентификации. Иными словами, возникает проблема оценивания параметров 
по малому числу измерений [8] сигналов электрических датчиков с неравно-
мерным распределением шумов [9], в том числе импульсного характера [10]. 

Существует большое количество различных методов идентификации па-
раметров динамических систем, различающихся степенью вычислительной 
сложности и количеством априорной информации, включая метод наимень-
ших квадратов (МНК), марковские оценки, метод максимального правдоподо-
бия, фильтры Колмогорова – Винера – Хопфа и т. д. [11–14]. В практических 
приложениях большинство методов идентификации сложны в применении, 
поскольку, как правило, априорная информация о характере помех отсут-
ствует. Основным допущением при использовании этих методов является 
предположение, что помехи имеют аддитивный характер и нулевое математи-
ческое ожидание. Однако в случае малого числа наблюдений условие несме-
щенности помех не выполняется, вследствие чего возникает необходимость 
отказа от классических статистических предположений регрессионного ана-
лиза [15]. В связи с этим набор инструментов для решения задач идентифика-
ции в реальной инженерной практике оказывается сильно ограничен, и задача 
оценивания параметров моделей должна выполняться в классической МНК-
постановке, не включающей априорную информацию об объекте. 

Отказ от априорных статистических предположений регрессии приводит 
к необходимости разработки алгоритмов идентификации, основанных на ме-
тодах линейной алгебры и аналитической геометрии, а не на методах матема-
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тической статистики [16]. В этом случае вся неопределенность связана 
только с ориентацией вектора помех измерений относительно соответствую-
щих подпространств. Поскольку процесс оценивания ведется по дискретным 
замерам, модель динамической системы (при известной структуре) также 
должна быть дискретной. Следовательно, естественным образом возникает 
гипотеза о том, что способ построения дискретной модели влияет на точность 
оценивания, поскольку методы перехода в дискретное время отличаются 
структурой, а значит, будут различаться характеры формирования систем 
нормальных уравнений. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим апериодическое звено первого порядка (RL-цепочка): 

 1 2
( ) ˆ ˆ( ) ( )di t k U t k i t

dt
  , (1) 

где ( )i t  – ток; ( )U t  – напряжение; 1 2
ˆ1ˆ ˆ,  ˆ ˆ
Rk k

L L
    – оценки неизвестных па-

раметров модели; R̂  – оценка активного сопротивления; L̂  – оценка индук-
тивности; t – время. 

Требуется по данным дискретных измерений тока и напряжений выпол-
нить оценивание параметров 1 2

ˆ ˆ,  k k  на скользящем окне просмотра. 
Выражение (1) является линейным дифференциальным уравнением пер-

вого порядка, и его решение может быть найдено аналитически, а значит, циф-
ровая модель, связывающая входной и выходной сигналы, может быть полу-
чена абсолютно точно (или с погрешностью округления при вычислении на 
ЭВМ). Однако в большинстве практических приложений модели являются не-
линейными и выполнить аналитическое решение системы дифференциальных 
уравнений, как правило, не удается. Таким образом, переход к дискретным мо-
делям при решении обратных задач путем аппроксимации оператора диффе-
ренцирования переменной состояния является вынужденной мерой.  

При дискретизации уравнения (1) в общем виде получаем следующее раз-
ностное уравнение: 

 1 2[ ] [ ] [ ]y U iF k k F k k F k   , (2) 

где k – шаг дискретизации; [ ]UF k  – функция, зависящая от дискретных изме-
рений напряжения; [ ]iF k – функция, зависящая от дискретных измерений тока; 

[ ]yF k  – функция левой части, не содержащей коэффициентов 1 2
ˆ ˆ,  k k . 

Для исследования выберем следующие методы перехода в дискретное 
время (явные или неявные), различающиеся порядком точности и видом [16]: 

 метод обратной разности (неявный метод Эйлера 1-го порядка): 

1 2
[ ] [ 1] [ ] [ ];i k i k k U k k i k

t
   


   
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 метод трапеций (метод Тастина 2-го порядка, неявный): 

   1 2
[ ] [ 1]2 [ ] [ 1] [ ] [ 1] ;i k i k k U k U k k i k i k

t
       


   

 явный метод Адамса 4-го порядка: 

 

 

1

2

[ ] [ 1]24 55 [ 1] 59 [ 2] 37 [ 3] 9 [ 4]

55 [ 1] 59 [ 2] 37 [ 3] 9 [ 4] ;

i k i k k U k U k U k U k
t

k i k i k i k i k

          


       




 

 неявный метод Адамса 4-го порядка: 

 

 

1

2

[ ] [ 1]24 9 [ ] 19 [ 1] 5 [ 2] [ 3]

9 [ ] 19 [ 1] 5 [ 2] [ 3] ;

i k i k k U k U k U k U k
t

k i k i k i k i k

         


      




 

 неявный метод Милна 4-го порядка: 

 

 

1

2

8 [ ] [ 3] [ ] 3 [ 1] 3 [ 2] [ 3]
3

[ ] 3 [ 1] 3 [ 2] [ 3] ;

i k i k k U k U k U k U k
t

k i k i k i k i k

         


      




 

 неявный метод Хемминга 4-го порядка: 

 

 

1

2

2 [ ] [ 1] [ 3]24 17 [ ] 51 [ 1] 3 [ 2] [ 3]

17 [ ] 51 [ 1] 3 [ 2] [ 3] .

i k i k i k k U k U k U k U k
t

k i k i k i k i k

           


      




 

Оценивание коэффициентов будем вести методом наименьших квадратов. 
Для каждого из методов составляется следующая переобусловленная система 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) в матричном виде: 

 , X k y  (3) 

где n – число замеров в окне просмотра;  

[ ] [ ]
[ 1] [ 1]

[ ] [ ]

U i

U i

U i

F k F k
F k F k

F k n F k n

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

 ⎝ ⎠

X
 

;      1

2

k

k

⎛ ⎞
 ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

k





;      

[ ]

[ 1]

[ ]

y

y

y

F k

F k

F k n

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

y


. 
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Псевдорешение матричного уравнения (3) в МНК-постановке находится 
путем составления и решения следующей СЛАУ: 

   ,T T      X X k X y A k b   (4) 

где Т – знак транспонирования; A – информационная матрица (положительно 
определенная, симметричная), ;TA X X  .Tb X y  

Относительно вектора помех измерений введем следующее единственное 
предположение: он ограничен по норме: 2 .Rξ  

Поскольку постановка задачи изначально не гарантирует свойства эффек-
тивности и несмещенности оценок, необходимо рассмотреть закономерности 
формирования ошибок идентификации. На точность оценивания параметров 
влияет не само искажение шумами матрицы X и вектора y, а изменение обу-
словленности задачи из-за ошибок измерения [15]. Поскольку вся неопреде-
ленность связана с ориентацией вектора ξ  в пространстве, норма вектора оши-
бок оценивания зависит не только от нормы вектора ξ , но и от его ориентации 
относительно соответствующих подпространств [15]. 

Поставленная задача решается на малом числе наблюдений, следова-
тельно, в общем случае полученные на каждом шаге оценки нуждаются в до-
полнительной постфильтрации. Предварительную оценку точности решения 
задачи идентификации параметров целесообразно выполнить методом сколь-
зящего среднего на всем участке моделирования, то есть вычислением средней 
относительной погрешности оценивания. 

Для исследования точности оценивания параметров будем использовать 
евклидову норму вектора отклонений оценок коэффициентов от соответству-
ющих эталонных значений (ошибок идентификации). Рассмотрим следующую 
формулу [15]: 

 2 2 1 2
2 2

1
cos

M
T

i i
i




      ∑k k k ξ , (5) 

где   k k k  – вектор отклонений оценки параметров от эталонных; 
* ξ y y  – вектор помех в выходном сигнале y при эталонном *;y   

i  – i-е собственное значение матрицы X;  ,i i  ξ t  – угол между векто-
ром ξ  и собственным вектором it , определяемым по соотношению 

 1( ) ,..., MR span  X t t , где ( )R X  – пространство столбцов матрицы X,  
M – число столбцов матрицы X. 

Формула (5) показывает закономерности возникновения ошибок иденти-
фикации и в реальной практике не может быть использована для оценки точ-
ности процесса идентификации, так как истинное положение вектора ошибок 
в пространстве всегда неизвестно. Однако в модельных условиях с ее помо-
щью возможно исследовать эффективность формирования матрицы X и век-
тора b при построении дискретной модели динамической системы, если век-
тор ξ  измеренных сигналов один и тот же. Формула (5) связывает спект- 
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ральные характеристики матрицы X и положения вектора ξ  относительно ее 
подпространства столбцов, а значит, в модельном случае на норму ошибок 
оценивания будет влиять только структура и внутренние свойства матрицы X. 

Евклидова норма ошибок оценивания 2k  является, по существу, ради-
усом некоторой гиперсферы ошибок с центром в точке истинных значений па-
раметров k, которые в модельных условиях всегда известны. В реальной прак-
тике вектор k неизвестен, однако исследование характерных радиусов гипер-
сферы ошибок позволяет оценить эффективность построения дискретной мо-
дели при решении задачи оценивания параметров. Каждая гиперсфера соот-
ветствует определенному вектору jk  при движении окна просмотра. Следова-
тельно при исследовании определенного временного периода функционирова-
ния динамической системы имеет смысл рассмотреть наибольший, наимень-
ший и средний радиусы гиперсферы. 

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 

На рис. 1 изображены переходные характеристики тока и напряжения  
в апериодическом звене при подключении источника питания, начальные 
условия приняты нулевыми. На характеристики наложена аддитивная смесь 
двух групп помех: помехи, имеющие нормальное гауссово распределение,  
и помехи импульсного характера. 

 

 
Рис. 1. Осциллограммы токов и напряжений с гауссовым распределением  

шумов и импульсным характером помех 

Fig. 1. Oscillograms of currents and voltages with Gaussian noise distribution  
and pulse interference pattern 
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Выполним оценивание параметров 1 2
ˆ ˆ,  k k  методом наименьших квадра-

тов при составлении дискретной модели каждым из методов (рис. 2 и 3).  
Длину окна просмотра (количество точек, укладывающихся в выбранный вре-
менной интервал при заданной частоте дискретизации) выберем равной поло-

вине и четверти постоянной времени a
LT
R

  (100 и 50 точек соответственно). 

Частота дискретизации 10 кГц. Решение СЛАУ (4) выполнялось итерацион-
ным методом [17]: при организации итерационного цикла решения СЛАУ мак-
симальное количество итераций равнялось 1000, досрочный выход из цикла 
выполнялся при достижении точности 0,01. Эталонные значения параметров 
приняты равными 1 250,  50k k   . Рисунки 2 и 3 приведены для окна про-
смотра длиной в четверть постоянной времени (50 точек). 

 

Метод обратной разности Метод Тастина

Явный метод Адамса

Неявный метод Милна

Неявный метод Адамса

Неявный метод Хемминга

t, c t, c

1
1,  Гнk 1

1,  Гнk 

 
Рис. 2. Переходные характеристики оценок 1̂k  (прямая линия – эталонное значение 

параметра, сигнал – оценка параметра) 

Fig. 2. Transition response of estimates 1̂k  (straight line is the reference value of the pa-
rameter, signal is the parameter estimate) 

Средняя относительная погрешность оценивания при построении модели 
каждым из методов рассчитывалась следующим образом (при общем количе-
стве замеров 2000): 

 

2000 2000
1 1 2 2

1 2
1 2

ˆ ˆ

,      
2000 2000

i n i n

k k k k
k k

n n
 

 

   
 

∑ ∑
, (6) 

где n – ширина скользящего окна просмотра. 
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Метод обратной разности Метод Тастина

Явный метод Адамса

Неявный метод Милна

Неявный метод Адамса

Неявный метод Хемминга

t, c t, c

1
2,  Ом Гнk 1

2,  Ом Гнk 

 
Рис. 3. Переходные характеристики оценок 2k̂  (прямая линия – эталонное значение 

параметра, сигнал – оценка параметра) 

Fig. 3. Transition response of estimates 2k̂  (straight line is the reference value of the  
parameter, signal is the parameter estimate) 

Результаты расчета относительной погрешности сведем в табл. 1. 
Согласно табл. 1 наибольшая точность оценивания параметра 1̂k  дости-

гается при составлении дискретной модели апериодического звена методами  
Тастина, Милна и Хемминга, относительная погрешность оценивания состав-
ляет менее 3 % при ширине окна просмотра в четверть постоянной времени  
и менее 1,5 % – при половине постоянной времени. Наибольшая погрешность 
оценивания характерна для метода обратной разности. Несмотря на то что для 
перехода в дискретное время использовались методы Адамса 4-го порядка точ-
ности, погрешность оценивания параметра 1̂k  для этих методов выше и состав-
ляет более 10 % для n = 50 точек и более 5 % для n = 100 точек. При этом более 
высокая точность оценивания при увеличении окна просмотра свойственна не-
явному методу Адамса. 

Высокая точность оценивания параметра 2k̂  методом наименьших квад-
ратов свойственна только при составлении дискретной модели методами  
Тастина и Милна. Для остальных методов погрешность оценивания составляет 
от 61,9 до 1089,8 %. При этом точность оценивания параметра 2k̂  при исполь-
зовании явного метода Адамса снижается даже в сравнении с методом обрат-
ной разности. 

Необходимо отметить, что погрешность оценки параметров зависит от вы-
бранного метода постфильтрации. Полученный уровень средней относительной  
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Таблица 1 

Table 1 

Сравнение погрешностей оценивания ˆ ˆ 1 2,k k  для каждого из методов перехода  
в дискретное время 

Comparison of ˆ ˆ 1 2,k k  estimation errors for each of the methods of transition  
to discrete time 

Методы 

Метод  
обратной 
разности 
(неявный 
1-го по-
рядка) 

Метод  
Тастина 

(неявный 
2-го по-
рядка) 

Явный  
метод 
Адамса  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод 
Адамса  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод 
Милна  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод  
Хем-
минга  

4-го по-
рядка 

окна a
1
4

T T  (n = 50 точек) 

Относитель-
ная погреш-
ность оцени-
вания 1k , % 

45,5 2,1 14,1 14,4 2,6 1,4 

Относитель-
ная погреш-
ность оцени-
вания 2k , % 

1089,8 1,6 1015,5 438,5 1,9 99,4 

окна a
1
2

T T  (n = 100 точек) 

Относитель-
ная погреш-
ность оцени-
вания 1k , % 

20,3 1,3 9,5 5,6 0,6 0,4 

Относитель-
ная погреш-
ность оцени-
вания 2k , % 

649,2 1,4 940 270,1 2,2 61,9 

 
погрешности за время моделирования фактически обусловлен результатом пост-
фильтрации методом скользящего среднего на всем участке, за исключением 
длины первого окна просмотра. В рамках настоящей работы скользящее среднее 
выбрано для расчета математического ожидания полученных оценок, погреш-
ность оценивания в этом случае является относительным смещением оценки. 

3. ПОСТРОЕНИЕ ГИПЕРСФЕР ОШИБОК 

Гиперсферы ошибок оценивания при построении дискретных моделей 
каждым из методов для ширины окна просмотра n = 50 точек изображены  
на рис. 4–6. Движение рабочей точки метода обусловлено смещением окна 
просмотра в течение всего времени функционирования динамической си-
стемы. Поскольку размерность пространства коэффициентов при оценивании 
параметров апериодического звена равна двум 2,Rk  гиперсферы ошибок 

имеют радиус  1 21 2
2

,
T

k k k k   . 
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Метод обратной разности

Метод Тастина

1
1, Гнk 

1
1,  Гнk 

1
2,

 О
м

Гн
k




1
2,
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Гн
k




Движение рабочей 
точки для метода

Глобальный 
экстремум

 
Рис. 4. Гиперсферы ошибок метода обратной разности  

и метода Тастина 

Fig. 4. Error hyperspheres of the backward difference method  
and Tustin's method 
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Явный метод Адамса

Неявный метод Адамса

1
1,  Гнk 

1
1,  Гнk 

1
2,

 О
м

Гн
k




1
2,

 О
м

Гн
k




 
Рис. 5. Гиперсферы ошибок явного и неявного методов Адамса 

Fig. 5. Error hyperspheres of Adams's explicit and implicit methods 
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Неявный метод Милна

Неявный метод Хемминга

1
1,  Гнk 

1
1,  Гнk 

1
2,

 О
м

Гн
k




1
2,
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м

Гн
k




 
Рис. 6. Гиперсферы ошибок неявных методов Милна и Хемминга 

Fig. 6. Error hyperspheres of the Milne and Hamming implicit methods 
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Наибольший, наименьший и средний радиусы рассчитывались соответ-
ственно по формулам: 

  1max 2maxmax 1 2
2

,
T

R k k k k    , (7) 

  1min 2minmin 1 2
2

,
T

R k k k k    , (8) 

 max min
ср 2

R RR 
 , (9) 

где max min,  k k   – соответственно наибольшее и наименьшее отклонение 

оценки параметра .k   
Для рис. 4–6 принят общий принцип построения трех концентрических 

гиперсфер ошибок и движения рабочей точки метода и точки глобального экс-
тремума в центре гиперсфер, показанный на рис. 6 для метода обратной раз-
ности. 
 

Таблица 2 

Table 2 

Сравнение радиусов гиперсфер ошибок для каждого из методов перехода  
в дискретное время 

Comparison of the error hypersphere radii for each of the discrete time transition 
methods 

Методы 

Метод  
обратной 
разности  
(неявный 
1-го по-
рядка) 

Метод  
Тастина 

(неявный 
2-го по-
рядка) 

Явный  
метод 
Адамса  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод 
Адамса  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод 
Милна  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод  

Хемминга  
4-го по-
рядка 

Минимальный 
радиус minR  36,6 1,8 208,8 18,3 2,4 1,2 

Средний 
радиус срR  708,9 61,6 566,3 268,7 45,4 74,5 

Максимальный 
радиус maxR  2530 1281 1459 700,8 389,9 632,6 

 
Анализ рис. 2–6 также показал, что относительное смещение оценки па-

раметра 2k̂  выше, чем параметра 1̂k , при составлении дискретной модели апе-
риодического звена каждым из методов. При этом для метода обратной разно-
сти и методов Адамса характерно смещение оценки параметра 1̂k  в область 
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отрицательных значений, что противоречит физическому смыслу параметра. 
Смещение параметра 2k̂  в область положительных значений в большей сте-
пени характерно для метода обратной разности и метода Тастина. 

В контексте представленной работы задача оценивания коэффициентов 
является частным случаем более широкой проблемы идентификации парамет-
ров настраиваемых математических моделей. Смещение оценок параметров  
в отрицательную область значений в замкнутой системе управления может 
привести к потере ее устойчивости. Полученные оценки нуждаются в допол-
нительном процессе постфильтрации, например, на основе алгоритмов цифро-
вой прогнозирующей фильтрации [18]. 

Наименьшие минимальный и средний радиусы гиперсферы ошибок  
(см. табл. 2) были получены при составлении дискретной модели методами  
Тастина и Милна. Наибольшие радиусы гиперсферы ошибок возникают при 
использовании явного метода Адамса, а также метода обратной разности. 

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБУСЛОВЛЕННОСТИ МНК-ЗАДАЧИ 
ДЛЯ РАЗЛИЧНЫХ МЕТОДОВ ПЕРЕХОДА  
В ДИСКРЕТНОЕ ВРЕМЯ 

Для нормы вектора ошибок оценивания при ( )Rξ X  известна следую-
щая оценка [15, 19]: 

 21 2 1 2
max min2( ) ( ) ,T TR R 

    X X Δk X X  (10) 

где max min,    – соответственно наибольшее и наименьшее собственные зна-

чения информационной матрицы .TA X X  
Из формулы (6) следует, что собственные числа информационной мат-

рицы TA X X  должны быть как можно больше для уменьшения ошибки оце-
нивания. Рассмотрим следующие индикаторы при решении МНК-задачи для 
каждого из методов дискретизации: наименьшее собственное значение, опре-

делитель и число обусловленности max

min
cond ( ) 




A  информационной мат-

рицы А [20] при n = 50. Поскольку первые два индикатора зависят от масштаба, 
выполним предварительную нормировку информационной матрицы: 

 
( )trace

⎛ ⎞
 ⎜ ⎟
⎝ ⎠

AA
A

, (11) 

где A  – нормированная по собственному следу матрица А. 
Результаты расчетов сведем в табл. 3. 
Полученные в табл. 3 соотношения между индикаторами для каждого из 

методов коррелируют с соотношениями между относительными погрешно-
стями оценивания (см. табл. 1) и радиусами гиперсфер (см. табл. 2). Чем выше 
точность решения МНК-задачи, тем больше значения наименьшего собствен-
ного числа и определителя информационной матрицы, число обусловленности 
при этом меньше. 
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Таблица 3 

Table 3 

Сравнение средних значений индикаторов обусловленности для каждого  
из методов перехода в дискретное время 

Comparison of average values of conditionality indicators for each of the methods  
of transition to discrete time 

Методы 

Метод  
обратной 
разности  
(неявный  
1-го по-
рядка) 

Метод  
Тастина 

(неявный  
2-го по-
рядка) 

Явный  
метод 
Адамса  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод 
Адамса  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод 
Милна  
4-го по-
рядка 

Неявный 
метод  

Хемминга  
4-го по-
рядка 

min ( ) A  329,21 10  329,33 10  327,65 10  329,25 10  329,36 10  329,31 10  

det ( )A  327,33 10  327, 40 10  326,39 10  327,36 10  327,41 10  327,38 10  

cond ( )A  33,22 33,08 35,14 33,17 33,04 33,1 

 
Однако необходимо отметить, что разница между степенью обусловлен-

ности задачи для каждого из методов невелика. Кроме показателей обуслов-
ленности информационной матрицы, в работе остались нерассмотренными  
и другие методы проверки информативности данных, такие как показатель 
парной сопряженности или показатель диагонального преобладания [15], за-
служивающие отдельного исследования. 

Обобщая полученные результаты, можно отметить, что точность оцени-
вания параметров апериодического звена не зависит напрямую от порядка ме-
тода перехода в дискретное время и связана с обусловленностью задачи при 
составлении матрицы X, а значит, с внутренней структурой самого многоша-
гового метода. Наибольшая точность оценивания параметров при проведении 
вычислительного эксперимента достигалась в случае использования методов 
Тастина, Милна и Хемминга при составлении дискретной модели (а значит,  
и матрицы X). Особенностью этих методов по сравнению с явными и неяв-
ными методами Адамса является отсутствие обратных знаков в рекуррентной 
формуле методов перед функциями правой части. 

ВЫВОДЫ 

1.  Для большинства инженерных приложений количество инструментов 
для решения задачи идентификации и оценивания параметров остается сильно 
ограниченным. Как правило, априорная информация о динамической системе 
отсутствует, что приводит к необходимости рассматривать задачу не из стати-
стических предпосылок, а из соображений обусловленности постановленной 
задачи как таковой. При постановке задачи оценивания параметров классиче-
ским методом наименьших квадратов возникает проблема поиска подсистемы, 
наиболее свободной от шума. 
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2.  Точность оценивания параметров динамической системы зависит от 
обусловленности задачи и информационной матрицы .TA X X  При этом со-
ставление матрицы X переобусловленной нормальной СЛАУ МНК-задачи для 
одной и той же динамической системы различается для разных методов пере-
хода в дискретное время. Анализ свойств обусловленности задачи идентифи-
кации параметров дискретных моделей в МНК-постановке в общем виде пред-
ставляет собой достаточно сложную задачу и требует отдельного исследования. 
Однако полученные результаты показывают, что выбор метода перехода в дис-
кретное время для решения обратных задач является самостоятельной проб-
лемой. 

3.  Для большинства инженерных задач могут быть рекомендованы ме-
тоды Тастина и Милна. Также заслуживают внимания методы Хемминга  
и не рассмотренный в настоящей работе метод Ингленда, обладающий тем же 
свойством, что и методы Тастина и Милна. При этом точность идентификации  
с применением неявных методов выше, чем с использованием явных. 

4.  Полученные результаты могут быть использованы при решении задачи 
идентификации линейных динамических систем (например, систем электро-
привода постоянного тока при использовании дополнительных алгоритмов 
постфильтрации полученных оценок). Кроме того, дополнительного исследо-
вания требуют вопросы оценивания параметров нелинейных нестационарных 
систем, таких как системы электропривода установок погружных центробеж-
ных электронасосов, модель динамической системы которых включает звенья 
редуцированной математической модели длинного кабеля и погружного син-
хронного (асинхронного) электродвигателя. 
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Abstract 
The paper considers the issues of application of discrete models of dynamic systems based 

on multi-step methods for identification and parameter estimation problems based on a small 
number of observations using the example of a first-order aperiodic unit. The problem of identi-
fication of parameters of dynamic systems is relevant in control problems of stationary and non-
stationary dynamic systems, for example, in sensorless control systems of synchronous or asyn-
chronous electric drives of submersible centrifugal electric pumps operating in intermittent op-
eration mode. The problem of parameter estimation was solved in the classical formulation  
of the least squares method without taking into account a priori information about the nature  
of noise in the measuring channels. It was shown that the accuracy of parameter estimation de-
pends not only on the norm of the interference vector, but also on its orientation relative to the 
column space of the information matrix, as well as on the condition number of the information 
matrix. The matrix formation structure and the problem conditionality depend on the selected 
approximation method of the state variable derivative. It has been clarified that the obtained pa-
rameter estimation results require additional post-filtering for use in closed-loop control systems 
for reasons of stability. According to the obtained results, implicit multi-step methods can be 
recommended for most engineering applications in the problems of estimating the parameters of 
linear and nonlinear systems. The highest accuracy of estimating the parameters of the aperiodic 
link in terms of the moving average for the entire considered section of the simulation was 
achieved using the Tustin and Milne methods for transition to discrete time, which allowed for  
a higher degree of conditionality of the problem compared to other methods. 

Keywords: identification, parameter estimation, dynamic system, discrete model, multi-
step methods, small number of observations, least squares method, error hypersphere 
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