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В статье предложен метод проектирования цифровых фильтров с использованием масшта-
бирования в системе остаточных классов. Рассматриваются архитектуры модульных умножите-
лей для различных типов модулей: степеней двойки, чисел вида 2n − 1, 2n + 1, а также произ-
вольных простых чисел. Для каждого случая предложены эффективные схемотехнические ре-
шения, включающие генераторы частичных произведений и специализированные схемы сум-
мирования, адаптированные к особенностям соответствующих модулей. Также рассматрива-
ются преобразования чисел в код D-1 и обратно, а также представление отрицательных значений 
в системе остаточных классов. Спроектирован цифровой фильтр с использованием масштаби-
рованных коэффициентов. Масштабирование позволяет уменьшить разрядность вычислений, 
что приводит к снижению затрат на аппаратную реализацию и энергопотребление. Разработка 
учитывает специфику модульной арифметики и особенности реализации в логических структу-
рах программируемых логических интегральных схем. Описаны преобразования между кодами 
и представлены отрицательные значения, обеспечивающие корректную обработку в различных 
подмодулях. Предложенные архитектуры адаптированы к практическому применению и могут 
быть масштабированы под требования конкретных аппаратных платформ и вычислительных за-
дач, включая энергозависимые, высокопроизводительные и многоканальные системы обра-
ботки данных. Приводятся результаты моделирования работы фильтров с различными наборами 
модулей на программируемых логических интегральных схемах в среде Xilinx Vivado. Анализ 
показывает, что уменьшение одного из модулей в 2…4 раза позволяет добиться сокращения  
аппаратных затрат до 4,3 % и энергопотребления до 3,4 % при приемлемом уровне вычисли-
тельной погрешности. Представленные подходы позволяют создавать производительные и эко-
номичные цифровые фильтры для обработки сигналов в системе остаточных классов. 
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интегральная схема, параллельные вычисления, аппаратная оптимизация, проектирование циф-
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ВВЕДЕНИЕ 

Современные цифровые системы обработки сигналов предъявляют всё 
более жесткие требования к скорости и энергоэффективности вычислений [1]. 
Одним из ключевых компонентов таких систем являются цифровые фильтры, 
используемые для подавления шума, извлечения полезной информации и пре-
образования спектральных характеристик сигналов [2]. Повышение пропуск-
ной способности и снижение задержек при работе фильтров становится осо-
бенно актуальным в задачах реального времени (например, в радиосвязи [3], 
радарных системах [4], медицинской диагностике [5] и обработке видеоизобра-
жений [6]). Однако реализация высокоскоростных цифровых фильтров сопря-
жена с некоторыми проблемами. Прежде всего это высокая вычислительная 
сложность: при увеличении порядка фильтра растет количество операций умно-
жения и суммирования, что требует значительных аппаратных ресурсов [7]. 
Способы реализации на основе фиксированной или плавающей запятой могут 
приводить к росту площади, энергопотребления и задержек. Кроме того, парал-
лельная обработка данных затрудняется из-за наличия переносов при суммиро-
вании, что ограничивает потенциальную скорость выполнения операций [8].  

Разработка высокоскоростных цифровых фильтров является многогран-
ной задачей, требующей оптимизации на нескольких уровнях: алгоритмиче-
ском, архитектурном и схемотехническом [9].  

С точки зрения аппаратной оптимизации использование специализиро-
ванных вычислительных блоков, встроенных в современные программируе-
мые логические интегральные схемы (ПЛИС) и интегральные схемы специ-
ального назначения (application-specific integrated circuit, ASIC), позволяет вы-
полнять умножение и сложение с высокой скоростью. Применение конвейери-
зации [10] и распараллеливания операций ускоряет выполнение фильтрации, 
особенно в многоступенчатых и каскадных структурах. Также важна оптими-
зация критического пути, которая позволяет сократить задержки, ограничива-
ющие тактовую частоту [11]. 

Для снижения вычислительной сложности применяют различные приемы. 
Одним из них является разложение операций умножения на сдвиги и сложения 
(мультипликативная декомпозиция), особенно эффективное при работе  
с коэффициентами, близкими к степеням двойки [12]. Также используется огра-
ничение разрядности коэффициентов (квантизация), что снижает сложность 
операций при допустимом уровне искажения. Кроме того, в линейных фильтрах 
с конечной импульсной характеристикой часто используется симметрия коэф-
фициентов, что уменьшает количество умножений [13]. 

Алгоритмическое масштабирование также вносит вклад в повышение 
производительности. Масштабирование коэффициентов фильтра позволяет 
сократить максимальное значение произведений, при этом уменьшается необ-
ходимая разрядность и ресурсоемкость арифметики. Помимо этого, масштаби-
рование способствует упрощению модулярной арифметики в системах оста-
точных классов. 

Одним из эффективных решений этих проблем является применение си-
стемы остаточных классов (СОК), которая позволяет реализовать параллель-
ные и переносонезависимые вычисления (вычисления, в которых результат од-
ной операции зависит от переноса (переполнения) из предыдущей, как пра-
вило, при выполнении арифметических операций над многобитными числами 
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(например, при сложении или вычитании)) [14]. Вместе с тем использование 
СОК требует адаптации базовых арифметических операций, в частности умно-
жения, с учетом представления данных в рассматриваемой системе. Также 
важным направлением оптимизации является масштабирование коэффициен-
тов фильтра, позволяющее уменьшить разрядность вычислений и, как след-
ствие, упростить реализацию фильтра на уровне аппаратуры. 

Система остаточных классов – это метод представления чисел, при кото-
ром одно большое число заменяется на набор остатков по выбранному набору 
взаимно простых модулей. Такое представление позволяет разложить вычис-
ления на параллельные потоки меньшей разрядности, что дает ряд существен-
ных преимуществ [15]. 

Система обеспечивает параллелизм и высокую производительность.  
Каждая операция выполняется независимо в подканале, соответствующем 
конкретному модулю. Арифметические операции, такие как умножение и сло-
жение, выполняются параллельно без необходимости координации между ка-
налами. Отсутствие переносов между разрядами упрощает и ускоряет схемы 
суммирования и умножения. В отличие от позиционной арифметики, где пе-
ренос влияет на скорость, в системе остаточных классов эта проблема устра-
няется, что особенно важно для высокочастотных цифровых систем. Масшта-
бируемость достигается за счет возможности добавления новых модулей без 
изменения существующей архитектуры. Это удобно при проектировании мно-
горазрядных цифровых фильтров и вычислительных систем с расширяемой 
разрядностью [16]. Использование избыточных модулей позволяет обнаружи-
вать и корректировать ошибки. Такая устойчивость повышает надежность вы-
числений в критически важных приложениях, включая радиолокацию, крип-
тографию и медицинские приборы. Модули, работающие с числами меньшей 
разрядности, требуют меньше аппаратных ресурсов и снижают энергопотреб-
ление по сравнению с традиционными арифметическими блоками, оперирую-
щими длинными целыми числами. Некоторые фиксированные модули, такие 
как 2n , 2n  – 1 и 2n  + 1, позволяют реализовать арифметику с помощью про-
стых логических операций – побитовых и циклических сдвигов, а также сло-
жения без переноса [17]. Это значительно упрощает аппаратную реализацию 
систем на их основе. 

Таким образом, СОК является мощным инструментом при проектирова-
нии цифровых фильтров и других компонентов, где критичны скорость, парал-
лелизм и эффективность. Однако ее применение требует специфических мето-
дов преобразования и синтеза арифметических операций, что и рассматрива-
ется в настоящей статье. Здесь предлагается метод проектирования цифровых 
фильтров с масштабированием в СОК. Будет продемонстрировано снижение 
затрат за счет уменьшения одного модуля в 2 и в 4 раза.  

1. АРХИТЕКТУРЫ МОДУЛЬНЫХ УМНОЖИТЕЛЕЙ В СОК 

Одним из ключевых компонентов цифровых фильтров в СОК являются 
модульные умножители, выполняющие операции умножения по каждому из 
модулей системы. Поскольку в СОК вычисления ведутся параллельно и неза-
висимо по каждому модулю, для каждого элемента набора модулей требуется 
своя специализированная схема умножителя. Архитектура таких умножителей 
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должна учитывать особенности арифметики по модулю, а также стремиться  
к минимизации аппаратных затрат и задержек. При этом важным фактором яв-
ляется структура самого модуля, поскольку от этого напрямую зависит выбор 
схемотехнических решений. 

Разработка эффективных архитектур модульных умножителей направ-
лена на оптимизацию ключевых операций: генерации частичных произведе-
ний, их суммирования и последующего приведения результата по модулю.  
Для модулей вида 2n  могут использоваться простые логические схемы, тогда 
как для модулей 2n  – 1 и 2n  + 1 необходимо учитывать циклический перенос 
или использовать кодовые преобразования. При работе с произвольными про-
стыми модулями часто применяются методы кодирования, такие как 
Diminished-one (D-1) [18], а также схемы с предварительным инвертированием 
и коррекцией. Таким образом, модульные умножители в СОК представляют 
собой разнообразный класс архитектур, адаптированных под конкретную 
арифметику и ориентированных на высокую производительность и ресурсоэф-
фективность. 

1.1. УМНОЖИТЕЛЬ ПО МОДУЛЮ 2n 

Для суммирования частичных произведений в модульных умножителях 
широко применяются схемы сжатия с переносом CSA (Carry Save Adder, сум-
матор с сохранением переноса) и CPA (Carry Propagate Adder, сумматор с по-
следовательным переносом). Сумматор CSA позволяет эффективно сократить 
несколько слагаемых до двух без распространения переноса, что ускоряет вы-
числения, тогда как CPA завершает суммирование с учетом переносов и фор-
мирует окончательный результат по модулю. Для выполнения умножения  
в СОК по модулю 2n  используют специальный генератор частичного произ-
ведения, сумматоры CSA и CPA по модулю 2n  (рис. 1, 2). Если число членов 
в генераторе частичных произведений (partial product generator, PPG) равно 
трем и более, то для сведения суммы к двум членам используют так называе-
мые деревья CSA, для чего применяют CPA по модулю 2n . Из рассматривае-
мого набора СОК соответствующим модулем является число 16 4(2 ),  для ко-
торого PPG состоит из четырех членов (рис. 3), сумматоров CSA и CPA. Архи-
тектура умножителя по модулю 16 показана на рис. 4. 

 

FA FA FA FA FA FA FA FA

A7 B7 D7 A6 B6 D6 A5 B5 D5 A4 B4 D4 A3 B3 D3 A2 B2 D2 A1 B1 D1 A0 B0 D0

S0 S1 C1S2 C2S3 C3S4 C4S5 C5S6 C6S7 C7
 

Рис. 1. Схема CSA по модулю 256 

Fig. 1. The CSA scheme modulo 256 
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FA FA FA FA FA FA FA HA

A7 B7 A6 B6 A5 B5 A4 B4 A3 B3 A2 B2 A1 B1 A0 B0

S0S7 S6 S5 S4 S3 S2 S1  
Рис. 2. Схема CPA по модулю 256 

Fig. 2. The CPA scheme modulo 256 
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n

 
Рис. 3. Схема PPG по модулю 16 

Fig. 3. The PPG scheme modulo 16 

 

 
Рис. 4. Умножитель по модулю 16 

Fig. 4. Multiplier modulo 16 

Если один из множителей имеет знак «–», значение числа должно быть 
преобразовано в дополнение до двух. Для модуля значение должно быть преоб-
разовано в его инверсию, т. е. все биты числа должны быть инвертированы,  
а затем просуммированы с единицей. Последняя операция требует суммирования 
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числа с одним битом. Для этого достаточно использовать цепочку полусумма-
тора (HA) для меньшего потребления площади. Архитектура для представле-
ния отрицательного числа показана на рис. 5. 

 

HA HA HA HA HA HA HA

A7 A6 A5 A4 A3 A2 A1 A0

Cin=1

0A1A2A3A4A5A6A7A

A

-A
 

Рис. 5. Схема преобразования в отрицательное число по модулю 256 

Fig. 5. A scheme for converting to a negative number modulo 256 

 

1.2. УМНОЖИТЕЛЬ ПО МОДУЛЮ 2n – 1 И 2n + 1 

Для выполнения умножения в СОК по модулю 2 1n   используют специ-
альный генератор частичного произведения (рис. 6), модульные сумматоры 
EAC-CSA (End-Around Carry CSA, циклический перенос старшего бита CSA) 
и EAC-CPA (End-Around Carry CPA, циклический перенос старшего бита CPA) 
(рис. 7, 8). На рис. 7 и 8 FA – обозначение полного сумматора. Если число  
членов в PPG (partial product generator, генератор частичных повреждений) 
равно трем или более, то для сведения суммы к двум членам используют так 
называемые деревья EAC-CSA, для которых применяется EAC-CPA для мо-
дуля 2 1n  ; используют модули 3 2(2 1)  и 7 3(2 1)  из текущего набора 
СОК. Архитектуры умножителей для этих модулей показаны на рис. 9 и 10. 

 

 

  

1pp

2pp

3pp

4pp

PPG mod 24-1
0123

2 0x y 1 0x y 0 0x y

2 1x y 1 1x y 0 1x y

   

1 2x y 0 2x y

0 3x y

3 0x y

3 1x y

2 2x y 3 2x y

3 3x y 2 3x y 1 3x y

n

 
Рис. 6. Схема PPG по модулю 15 

Fig. 6. The. PPG scheme modulo 15 
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Рис. 7. Схема EAC-CSA по модулю 255 

Fig. 7. The EAC-CSA scheme modulo 255 

 

 
Рис. 8. Схема EAC-CPA по модулю 255 

Fig. 8. The EAC-CPA scheme modulo 255 

 

 
Рис. 9. Умножитель по модулю 3 

Fig. 9. The multiplier modulo 3  

 

 
Рис. 10. Умножитель по модулю 7 

Fig. 10. The multiplier modulo 7 
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Представление отрицательного числа по модулю 2 1n   так же просто, как 
инвертирование всех битов числа. Для этого используются инверторы, незави-
симые друг от друга. Архитектура преобразования в отрицательное число для 
этого модуля показана на рис. 11. 

 
A6 A5 A4 A3 A2 A1 A0A7A

-A
0A1A2A3A4A5A6A7A  

Рис. 11. Схема преобразования в отрицательное число по модулю 255 

Fig. 11. A scheme for converting to a negative number modulo 255 

 
Для выполнения операции умножения в СОК по модулю 2 1n  , в отличие 

от модулей 2n  и 2 1n  , необходимо преобразовать множители в кодировку 
Diminished-one (D-1), а затем выполнить генерацию частичных произведений 
(рис. 12), просуммировать значения с помощью блоков IEAC-CSA (инверти-
рованный EAC-CSA) (рис. 13) для трех и более членов и IEAC-CPA (инверти-
рованный EAC-CPA) для двух членов (рис. 14). Кроме членов из PPG, необхо-
димо выполнить сложение со значениями множителей и поправочным коэф-
фициентом cor, равным 00...00

n bit
 . 
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Рис. 12. Схема PPG по модулю 17 

Fig. 12. PPG scheme modulo 17 
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Рис. 13. Схема IEAC-CSA по модулю 257 

Fig. 13. The IEAC-CSA scheme modulo 257 

 

 
Рис. 14. Схема IEAC-CPA по модулю 129 

Fig. 14. The IEAC-CPA scheme modulo 129 

Чтобы преобразовать число в кодировку D-1, необходимо вычесть единицу 
из исходного числа, если значение не равно нулю, или преобразовать в набор 
100…00, если оно равно нулю. 

Для выполнения вычитания чисел необходимо представить вычитаемое  
число в дополнительном коде [19], а затем прибавить его к первому числу.  
Значение числа «–1» в дополнительном коде будет равно 11...11

n bit
 , т. е. необхо-

димо просуммировать это значение с исходным числом по модулю 2n .  
Если исходное значение равно нулю, то сумма будет равна 11...11. Получается, 
что необходимо обнаружить все биты, чтобы узнать, равно это значение нулю 
или нет. 

В качестве сумматора предлагается использовать схему сложения CPA. 
Поскольку нам известен второй член, схема упрощается за счет свойств логи-
ческих выражений: 

 1 ;S A D A D A D        (1) 

 (( 1) ) ( 1) ( ) ,C A D A A D A A D           (2) 

где A, B и D – члены, S и C – результаты бита суммы и бита переноса,  
а  ,  ,  ,   и A  – вентили Исключающее ИЛИ (XOR), Исключающее НЕ 
(XNOR), И, ИЛИ и НЕ. Архитектуры этих вычислений показаны на рис. 15. 
Последний бит переноса сумматора покажет, какое число было исходным,  
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и в зависимости от этого бита преобразуются остальные биты. Если исходное 
число не было равно нулю, исходное число уменьшится на единицу, старший 
бит переноса будет равен единице, а знак определения нуля будет равен нулю.  
Если исходное число было равно нулю, старший бит переноса будет равен 
нулю, знак обнаружения нуля будет равен единице, а остальные биты будут 
установлены в ноль. Для исправления числа используется логическая операция 
И над каждым битом, кроме знакового, так как по его свойству 1 ;A A   

0 0.A  Старший бит (обнаружение нуля) вычисляется с помощью логиче-
ской операции НЕ над старшим битом переноса. На рис. 16 показана архитек-
тура преобразователя в D-1. 

 

D-1 
conv

A’i Cout

A’i Cout

Ai Cin

Ai Cin

 
Рис. 15. Схемы расчета для преобразования числа  

в кодировку Diminished-one 

Fig. 15. Calculation schemes for converting a number  
to a Diminished-one encoding 

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

A6 A5 A4 A3 A2 A1 A0

A’6 A’5 A’4 A’3 A’2 A’0A’1

D-1 
conv

A8 A7

A’8 A’7  
Рис. 16. Схема преобразования чисел в Diminished-one на основе CPA 

Fig. 16. A number conversion scheme in Diminished-one based on CРА 

Для преобразования значения из Diminished-one в исходное значение RNS 
по модулю 2 1n   использовалась архитектура последовательных HA,  
поскольку нам достаточно сложить число в Diminished-one без старшего бита 
с инверсией старшего бита (определение нуля). Схема преобразователя из D-1 
представлена на рис. 17. 
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HA HA HA HA HA HA HA HA

A’7 A’6 A’5 A’4 A’3 A’2 A’1 A’0 A’8

A8 A0A7 A6 A5 A4 A3 A2 A1
 

Рис. 17. Схема преобразования числа из кодировки Diminished-one по модулю 257, 
основанная на блоках HA  

Fig. 17. A scheme for converting a number from Diminished-one modulo 257,  
based on HA blocks 

Для модуля 2 1n   представление отрицательного числа в D-1 зависит от 
старшего бита числа. Если он равен нулю, то все биты, кроме старшего, инвер-
тируются, в противном случае ничего не меняется. Для этого используется ло-
гический элемент NOR, который обладает следующим свойством: 

 1 1 0 0;A A A       (3) 

 0 0 1 .A A A A       (4) 

В первом случае все биты установлены в ноль, но изначально они были 
равны нулю, поэтому никаких изменений здесь не произошло. Во втором слу-
чае все биты, кроме самого старшего, инвертированы. Архитектура для пред-
ставления отрицательного числа показана на рис. 17. Числа 5 и 17 являются 
подходящими модулями для используемого набора RNS. Архитектуры умно-
жителей для этих модулей показаны на рис. 18 и 19. 

 

 
Рис. 18. Преобразование отрицательного числа по модулю 129 

Fig. 18. Converting a negative number modulo 129 

В табл. 1 представлен сравнительный анализ всех рассмотренных умно-
жителей по различным модулям СОК 2 ,  2 1,  2 1 .( )n n n   Несмотря на очевид-

ную более высокую сложность реализации вычислений по модулю 2 1,n    
далее будет продемонстрирована высокая эффективность в применении модулей 
такого вида в цифровых фильтрах для повышения коэффициента паралле-
лизма вычислений в СОК. 
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Разработка архитектур модульных умножителей для различных типов мо-
дулей в системе остаточных классов является основой эффективной реализа-
ции арифметических операций в цифровых фильтрах. Однако при увеличении 
количества модулей или разрядности входных данных аппаратные затраты  
и энергопотребление системы могут существенно возрасти. Одним из спосо-
бов дальнейшего повышения эффективности реализации цифровых фильтров 
является оптимизация самих коэффициентов фильтра – их масштабирование  
с последующим округлением и переводом в целочисленную форму. Масшта-
бирование позволяет уменьшить диапазон значений, используемых в вычисле-
ниях, за счет предварительного умножения коэффициентов на степени двойки 
и округления результата. Такое преобразование не только снижает разряд-
ность арифметики, но и упрощает представление данных в системе остаточных 
классов, поскольку позволяет использовать модули меньшей величины.  
Это открывает возможность дополнительного сокращения аппаратной слож-
ности и повышения энергоэффективности, особенно при реализации фильтра 
на ПЛИС.  

 

Таблица 1 

Table 1 

Сравнительный анализ методов реализации умножителей по различным  
модулям СОК 

Comparative analysis of methods for implementing multipliers for various  
RNS modules 

Тип 
модуля 

Ключевые особенности  
архитектуры умножителя 

Метод обработки  
отрицательных чисел 

Дополнительные 
преобразования 

Пример 
модуля  
в работе 

2n Использование стандарт-
ных блоков PPG, CSA, 
CPA. Наиболее простая 
реализация 
 

Инверсия битов и при-
бавление единицы  
(цепочка полусумма-
торов) 

Не требуются 16, 32, 
64 

2n – 1 Применение сумматоров 
с циклическим переносом 
(EAC-CSA, EAC-CPA) 
 

Простая инверсия 
всех битов числа 

Не требуются 3, 7, 15, 
63 

2n + 1 Использование инверти-
рованных    сумматоров  
с циклическим переносом 
(IEAC-CSA, IEAC-CPA). 
Требуется преобразова-
ние в код D-1  

Инверсия битов (кро-
ме старшего) в зави-
симости от значения 
старшего бита в пред-
ставлении D-1  

Обязательное 
преобразование 
в D-1 и обратно. 
Схемы на основе 
CPA и цепочек 
полусумматоров 
(HA) 
 

5, 17, 65 
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Рис. 19. Умножитель по модулю 5 Рис. 20. Умножитель по модулю 17 

Fig. 19. Multiplier modulo 5 Fig. 20. Multiplier modulo 17 
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Следующий раздел посвящен рассмотрению метода масштабирования ко-
эффициентов, его влиянию на характеристики фильтра и результатам аппарат-
ного моделирования на ПЛИС. 

2. МАСШТАБИРОВАНИЕ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФИЛЬТРА  
В СОК 

Для эффективной аппаратной реализации линейной пространственной 
фильтрации на современных микроэлектронных устройствах все данные в их 
памяти должны быть представлены в дополнительном коде в формате с фик-
сированной точкой. Преобразуем цифровой фильтр F с коэффициентами if   
в целочисленное представление с помощью округления. Для этого умножаем 
их на 2n  (n – степень масштабирования) и округляем по формуле * 2n

i if f⎡ ⎤ ⎣ ⎦ . 
Далее, после обработки сигнала, преобразуем результат свертки следующим 
образом: делим на 2n  и округляем до меньшего значения. Таким образом, вы-
числительная погрешность минимизируется, так как погрешность округления 
в большую сторону компенсируется погрешностью округления в меньшую. 

Одномерная линейная пространственная фильтрация основана на исполь-
зовании операций сложения и умножения. При больших размерностях операн-
дов эффективность вычислений может быть повышена за счет параллельной 
организации вычислений в СОК. Эта система представляет собой прямую 
сумму конечных колец и оперирует малыми остатками вместо обработки чи-
сел большой разрядности в позиционных системах счисления, что открывает 
возможности для высокоскоростной параллельной обработки данных на ариф-
метико-логическом уровне. Поэтому СОК целесообразно использовать для за-
дач с преобладающим числом операций сложения, вычитания и умножения. 
Одной из таких задач является цифровая фильтрация сигналов. Для фильтра-
ции с использованием модульных вычислений необходимо сначала перевести 
масштабированные коэффициенты в СОК с модулем  1,..., lm m . Графическая 
интерпретация масштабирующих коэффициентов представлена на рис. 21. 
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Рис. 21. Схема масштабирования коэффициентов фильтра обработки сигнала  

и их представление в системе остаточных классов 

Fig. 21. A scaling scheme of signal processing filter coefficients and their representation  
in the residue class system 
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Схема обработки сигнала с использованием масштабированных коэффи-
циентов одномерного фильтра и параллельных вычислений в СОК имеет вид, 
представленный на рис. 22. 
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Рис. 22. Предлагаемая схема обработки сигнала одномерным фильтром с масштаби-
рованными коэффициентами и параллельными вычислениями в СОК 

Fig. 22. The proposed scheme of signal processing by a 1D filter with scaled coefficients 
and parallel computing in the RNS 

Разрядность коэффициентов фильтра n, эффективная с точки зрения вы-
числительной сложности устройств цифровой фильтрации сигналов и не при-
водящая к существенному ухудшению качества обработки сигналов, опреде-
ляется в зависимости от характеристик используемого цифрового фильтра  
и требований к устройству. 

3. АППАРАТНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЛЬТРОВ  
С МАСШТАБИРОВАНИЕМ КОЭФФИЦИЕНТОВ В СОК 

Для аппаратного моделирования использовался стандартный комплекс-
нозначный фильтр 15-го порядка с конечной импульсной характеристикой  
и произвольными 16-битными коэффициентами, предназначенный для обра-
ботки 16-битного сигнала. Фильтры такого типа широко используются  
в современных беспроводных сенсорных сетях и мобильной связи. Рассмот-
рим работу такого фильтра в различных СОК с наборами модулей {127, 65, 64, 
33, 31, 17}, {127, 65, 33, 32, 31, 17} и {127, 65, 33, 31, 17, 16}. Разница между 
наборами заключается в модуле 2n  (64, 32 и 16). В первом наборе входной 
сигнал и данные коэффициента подаются без изменений, что повторяет извест-
ный метод реализации цифровых фильтров в СОК из работы [17]. Во втором  
и третьем наборах значения сигнала и коэффициента уменьшаются в 2 и 4 раза 
соответственно из-за разницы в модуле 2n , а именно: (64/32 = 2, 64/16 = 4). 
Указанное обстоятельство приводит к общему снижению точности вычисле-
ний при фильтрации в 2 и 4 раза соответственно. 

Важной характеристикой аппаратной реализации является количество ис-
пользуемых Flip-Flops и LUTs. Так, Flip-Flops (защелки) представляют собой 
базовые элементы памяти, используемые для хранения одного бита информа-
ции и реализации регистров, счетчиков и других синхронных элементов. Они 
определяют объем используемой синхронной логики и влияют на глубину и 
стабильность вычислительного конвейера. LUTs (Look-Up Tables, таблицы 
подстановки) – это программируемые логические таблицы, применяемые  
для реализации булевых функций. По сути, они формируют основу комбина-
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ционной логики на ПЛИС. Количество задействованных LUTs напрямую свя-
зано с логической сложностью схемы и объемом вычислений, выполняемых  
за один такт. Совокупность этих двух параметров позволяет количественно 
оценить ресурсоемкость цифровой схемы и проводить сравнение различных 
архитектур по их аппаратной эффективности.  

Было проведено аппаратное моделирование фильтров на ПЛИС в Xilinx 
Vivado на целевой плате Xilinx Virtex 7 xc7vx485tffg1157-1, содержащей 
607200 Flip-Flops и 303600 LUTs. Результаты аппаратного моделирования 
представлены в табл. 2. Проанализировав результаты, можно сделать вывод, 
что при уменьшении одного модуля в 2 раза удалось снизить затраты на обо-
рудование на 2,2 %, затраты на электроэнергию – на 0,9 %. При уменьшении 
одного модуля в 4 раза удалось снизить затраты на оборудование на 4,3 %, 
затраты на электроэнергию – на 3,4 %. 

Было использовано масштабирование для уменьшения диапазона СОК. 
Таким образом, можно уменьшить разрядность вычислений и тем самым со-
кратить аппаратные и энергетические затраты до 10 % для масштабирования 
до 5 бит. Однако чем больше масштабируются биты, тем выше погрешность 
вычислений для выходного сигнала. 

Продемонстрированный в табл. 2 результат открывает широкие возмож-
ности для применения фильтров с масштабированными коэффициентами  
в СОК на практике. Такие устройства могут найти применение для решения 
широкого класса задач цифровой обработки сигналов, изображений и видео,  
а также при разработке систем машинного обучения, особенно чувствитель-
ных к скорости обработки информации. 

 
Таблица 2 

Table 2 

Результаты аппаратного моделирования фильтров с масштабированием  
коэффициентов в СОК 

Results of hardware modeling of filters with coefficient scaling in RNS 

Тип фильтра Набор модулей Flip-Flops LUTs Энергопотреб-
ление, мВт 

Фильтр без масшта-
бирования [17] 

(127, 65, 64, 33, 31, 17) 4158 19 874 549,578 

Масштабирование 
(127, 65, 33, 32, 31, 17) 3997 19 445 544,360 

(127, 65, 33, 31, 17, 16) 3913 19 013 530,759 
 
Таким образом, применение масштабирования в системе остаточных 

классов позволяет не только снизить ресурсоемкость реализации фильтров,  
но и повысить их энергоэффективность без значительного ущерба точности. 
Полученные результаты подтверждают практическую ценность предложен-
ного подхода для использования в современных цифровых устройствах обра-
ботки сигналов. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье рассмотрен комплексный подход к проектированию цифровых 
фильтров с использованием СОК и масштабирования коэффициентов. Особое 
внимание уделено разработке архитектур модульных умножителей для раз-
личных типов модулей: степеней двойки, чисел вида 2 1,  2 1n n   и произ-
вольных простых чисел. Для каждого типа модуля предложены схемотехниче-
ские решения, адаптированные к особенностям модульной арифметики, вклю-
чая использование кодировки D-1, схем CSA/CPA и специализированных пре-
образователей для отрицательных чисел. 

Полученные архитектуры демонстрируют высокую эффективность  
с точки зрения логической сложности и возможности параллельной реали- 
зации. Применение СОК позволило устранить проблему переносов между раз-
рядами и обеспечить независимую обработку по каждому модулю, что осо-
бенно важно для реализации цифровых фильтров с высокой производительно-
стью и низкими задержками. Такой подход особенно актуален при разработке 
систем реального времени, а также для внедрения в ПЛИС и другие аппарат-
ные платформы с ограниченными ресурсами. 

Важным этапом оптимизации стала процедура масштабирования коэффи-
циентов фильтра. Преобразование вещественных коэффициентов в целочис-
ленную форму с помощью масштабирования позволяет значительно сократить 
разрядность вычислений, а следовательно, уменьшить занимаемую площадь, 
потребление энергии и затраты на реализацию. Результаты аппаратного моде-
лирования в среде Xilinx Vivado показали, что при снижении одного из моду-
лей в 2 и 4 раза достигается уменьшение аппаратных затрат на 2,2 %  
и 4,3 % соответственно, а энергопотребление снижается до 3,4 % без суще-
ственного ухудшения точности фильтрации. 

Таким образом, предложенный подход сочетает в себе преимущества мо-
дульной арифметики и алгоритмической оптимизации, обеспечивая эффектив-
ное проектирование цифровых фильтров в СОК.  
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Abstract 
This article proposed a method for designing digital filters using scaling in the residue 

number system. The architectures of modular multipliers for various types of modules are con-
sidered: powers of two, numbers of the form 2n − 1, 2n + 1, and arbitrary prime numbers.  
For each case, effective circuit solutions are proposed, including partial product generators and 
specialized summation circuits adapted to the features of the corresponding modules. Conver-
sions of numbers to the D-1 code and back, as well as the representation of negative values  
in residue number system are also considered. A digital filter is designed using coefficient scal-
ing. Scaling allows or a decrease in the bit depth of calculations, which leads to a reduction in 
the costs of hardware implementation and power consumption. The development takes into ac-
count the specifics of modular arithmetic and the implementation features in FPGA logical struc-
tures. Conversions between codes and the representation of negative values are described, ensur-
ing correct processing in various submodules. The proposed architectures are adapted to practical 
use and can be scaled to the requirements of specific hardware platforms and computing tasks, 
including energy-dependent, high-performance and multi-channel data processing systems.  
The results of modeling the operation of filters with different sets of modules on FPGA in the 
Xilinx Vivado environment are presented. The analysis shows that a decrease in one of the mod-
ules by 2–4 times makes I possible to achieve a reduction in hardware costs of up to 4.3 % and 
power consumption of up to 3.4 % with an acceptable level of computational error. The presented 
approaches make it possible to create productive and economical digital filters for signal pro-
cessing in a residual class system. 

Keywords: residue number system, digital filter, coefficient scaling, modular multiplica-
tion, multiplier architecture, FPGA, parallel computing, hardware optimization, digital filter de-
sign, filter coefficient quantization 
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