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В работе рассматривается задача моделирования маятника с отрывающейся опорой, пред-
ставляющая практический интерес при проектировании механических систем в робототехнике, 
аэрокосмической инженерии и биомеханике. Особенность этой задачи заключается в переходе 
системы в гибридный режим, требующий переключения между разными системами дифферен-
циальных уравнений в момент отрыва. 

Основная сложность заключается в определении начального угла и угла отрыва, обеспе-
чивающих выполнение условия приземления: попадание конца маятника в заданную область с 
требуемым углом. Это приводит к необходимости решения не только задачи динамического мо-
делирования гибридной системы, но и сопутствующей оптимизационной задачи. Сложность  
оптимизационной задачи определяется тем, что области значений начального угла маятника  
и угла отрыва, в которых удовлетворяется условие приземления по углу, достаточно узкие.  
Для эффективного численного моделирования подобной системы с учетом необходимости точ-
ного определения точки приземления требуется учет детекции события пересечения вертикаль-
ной координатой маятника уровня земли, так как при неточном определении точки приземления 
корректно определить области, в которых удовлетворяется условие приземления, становится за-
труднительно. 

В статье предложен численный метод расчета траектории маятника с учетом отрыва,  
а также алгоритм оптимизации начальных параметров. Проведен анализ влияния различных 
факторов на точность приземления, включая начальную скорость, длину маятника и момент от-
рыва. Результаты могут быть использованы при проектировании механизмов с переменной 
структурой, а также в задачах управления движением антропоморфных роботов и спортивной 
биомеханики. 
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стемы, оптимизация, механика твердого тела, программная модель, численные методы, диаго-
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ВВЕДЕНИЕ 

При моделировании динамики мехатронных систем часто встречаются 
ситуации, при которых необходимо решать задачи, возникающие при отделе-
нии элементов твердого тела. Такого рода проблемы возникают, например, при 
моделировании систем с люфтами или отделяющихся элементов космических 
аппаратов. Такого рода задачи относятся к классу задач негладкой механики  
и приводят к необходимости моделирования динамики гибридных систем.  
Для моделирования подобных задач могут применяться программные ком-
плексы для моделирования динамических задач общего назначения (Simulink, 
Modelica, SimInTech) и специализированные комплексы для моделирования 
систем твердых тел (ADAMS, «Универсальный механизм», Euler). Одной из 
проблем при моделировании и оптимизации такого рода систем является кор-
ректное обнаружение события разделения, так как если момент разделения 
зависит от фазовой переменной, то при численном моделировании он заранее 
неизвестен. Численное моделирование подобных задач приводит к необхо-
димости детекции событий, коррекции шага интегрирования и порядка ме-
тода интегрирования в момент перехода от одного состояния системы к дру-
гому, так как от этого будет сильно зависеть точность моделирования такой 
системы.  

При моделировании задачи отрывающегося маятника возникает необхо-
димость численного решения задачи Коши для систем обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (ОДУ) с учетом переменой структуры системы урав-
нений. Для решения данной задачи была использована отечественная среда ди-
намического моделирования SimInTech [1], которая позволяет решать задачи 
моделирования динамики и оптимизации моделей. Программные модели  
в SimInTech специфицируются графическим языком структурных схем и сим-
вольным представлением в виде алгебро-дифференциальных уравнений сред-
ствами встроенного языка программирования PL. Библиотека численных ме-
тодов в системе моделирования SimInTech состоит из традиционных и ориги-
нальных численных схем интегрирования ОДУ [2, 3].  

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Схема механической системы с отрывающимся физическим маятником 
[4, 5] приведена на рис. 1.  

Механическая система состоит из физического маятника [6], в данной за-
даче имеющего стержень круглого сечения длиной 0L , массой m и с моментом 

инерции 2
0 12J mL  [7], подвешенного за один конец на вращающейся опоре 

высотой H с одной степенью свободы. При некотором неизвестном угле откло-
нения маятника k  опора разрушается и маятник свободно падает в равномер-
ном поле тяготения с ускорением свободного падения g.  

Задача состоит в том, чтобы подобрать начальные углы маятника (0)   
и критический угол разрушения k  так, чтобы координата конца маятника 

endx  находилась в диапазоне 0 0,  2 ,[ ]L L  а координата endy  совпадала бы  
с уровнем земли и была равна H и при этом выполнялись условия корректного 
приземления max| |   , где max  – это максимально допустимое отклонение 
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стержня от вертикали. При этом должно быть выполнено условие, что верти-
кальная координата начала стержня starty  должна оставаться больше, чем уро-
вень земли до достижения условий приземления. Если же starty  пересечет уро-
вень земли раньше, чем endy , то приземление считается неудачным.  
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Рис. 1. Схема механической системы с отрывающимся физическим  

маятником 

Fig. 1. Schematic diagram of a mechanical system with a breakaway physical  
pendulum 

Координаты конца маятника вычисляются так: 

 sin ( ),    cos( ).end endx x R y y R       (1) 

Координаты начала маятника вычисляются по формуле 

 sin ( ),    cos( ).start startx x R y y R       (2) 

До тех пор, пока опора не разрушена ( 0startx   и 0),starty   если маят-
ник является недеформируемым, то его угол наклона   и координата центра 
масс маятника (x, y) однозначно связаны следующими соотношениями: 

 sin( ),    cos( ),x R y R      (3) 

где R – расстояние от оси до центра масс маятника. 
Из кинематических уравнений (3) можно вывести уравнения, связываю-

щие ускорения центра масс с угловой скоростью и угловым ускорением маят-
ника. Для этого достаточно продифференцировать уравнения (3): 

 
( sin ( )) ( cos( )),

( cos( )) ( cos( ) sin ( )).

x R R

x R R

    

 



   



     
 (4) 
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С учетом того, что     – угловая скорость маятника, a xx v   – 
горизонтальная компонента скорости центра масс, ускорение центра масс по 
оси  x  при маятниковом движении будет равно 

 2( cos ( ) sin ( )).xv R       (5) 

Аналогичным образом получаем ускорение по оси y при маятниковом 
движении: 

 
( cos ( )) ( sin ( )),

( sin ( )) ( sin ( ) cos( ).

y R R

y R R

 

     

     

        
 (6) 

С учетом того, что yy v   – вертикальная компонента скорости центра 
масс, ускорение центра масс по оси  y  при маятниковом движении будет равно 

 2( sin ( ) cos ( )).yv R       (7) 

Таким образом, такая механическая система может быть описана следую-
щей гибридной [8] системой дифференциальных уравнений в форме Коши: 

а) в режиме колебаний маятника 
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б) в режиме свободного падения (фаза отрыва от опоры) 
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с начальными условиями, полученными из кинематических соотношений 
0(0)   , 0( cos( )),(0)xv R    0( sin ( )),(0)yv R    0(0)   , 
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0(0) sin ( ),x R   0(0) cos( ).y R    Для этой задачи начальная угловая ско-
рость принимается 0 0.    

Для нахождения 0  и k  необходимо решить оптимизационную задачу, 
где целевая функция вычисляется на основе детекции событий пересечения 
уровня земли траекторией конца маятника [9]: 

 0
),   

( ,  )
0,    

(
,

end end end
k

end

x t p
f

p
⎧

   ⎨ ⎩
 (10) 

где предикат   endp запоминания значения целевой функции равен  

   max 0 0(( ) ( ) ( ( ) )) ( [ , 2 ]).end end end start end endp t t t t t x L L           (11) 

В (9) время детекции endt  первого события пересечения концом маятника 
уровня земли, при котором выполняется условие  

 .( ) ( )end endy t H     (12) 

Здесь startt  – время детекции первого события пересечения началом маятника 
уровня земли, при котором выполняется условие 

 ) ( ) ,(start starty t H     (13) 

где   – заданная точность детекции события пересечения. 
Определение времени события может быть выполнено при помощи одного 

из численных алгоритмов детекции событий в гибридных системах [10, 11]  
в процессе моделирования динамики системы. Оптимизация может выпол-
няться методом сопряженных градиентов [12].  

2. КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ 

Структурная схема компьютерной модели динамики отрывающегося ма-
ятника в программном комплексе SimInTech приведена на рис. 2. Модель со-
стоит из системы уравнений динамики маятника, а также модели вычисления 
функционала оптимизации и блока оптимизации, при помощи которых осу-
ществляется поиск угла отрыва.  

Модель определения события приземления выполнена в виде структур-
ной схемы и включает 2 блока сравнения с детекцией событий для точного 
вычисления условия приземления, а также триггер для фиксации момента пе-
ресечения в текущем вычислительном эксперименте. Модель определяет ко-
ординату приземления по горизонтальной оси, которая поступает на вход 
блока оптимизации. При этом координата приземления запоминается только 
при удовлетворении условий приземления. Блок оптимизации выполняет се-
рию последовательных вычислений модели с разным углом отрыва, подбирая 
его так, чтобы координата точки приземления лежала в заданном диапазоне.  
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Рис. 2. Компьютерная модель в SimInTech 

Fig. 2. Computer model in SimInTech 

 
Допустимое угловое отклонение 
при приземлении < 30 градусов. 
Если угол выше, то событие  
приземления не засчитывается 

79,3…84,7 градуса 

при углах выше задача условия 
приземления не удовлетворяется 

Угол отпуска (рад) = 79,3 
Допустимый диапазон углов  
при заданных условиях приземления 
(без переворота с отклонением от вертикали  
не более 30 градусов в любую сторону): 
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Ниже приведен листинг текстового описания системы уравнений на 
встроенном языке программирования SimInTech: 

 
 

input fr:boolean; 
 
//Начальные условия 
init w    =  0, 
alfa =  alfa0,  
 y    = -R*cos(alfa0),  
 vy   =  w*R*sin(alfa0),  
 x    =  R*sin(alfa0),  
 vx   =  w*R*cos(alfa0); 
 

 
output x,y,vx,vy,alfa,w,x_end,y_end,x_start,y_start; 
 
 
alfa' = w; y' = vy; x' = vx; 

 
//Угловые коэффициенты 
sinalfa = sin(alfa); cosalfa = cos(alfa); 

 
 

//Дифференциальные уравнения  
if fr then begin 
//Свободное падение в равномерном гравитационном поле 
  w'  =  0; vy' = -g;  vx' =  0; 
end 
else begin 
  //Вращательное движение на фиксированной оси 

w'  = -R*sinalfa*m*g/J;  
vx' =  R*( w'*cosalfa - w*w*sinalfa ); 
vy' =  R*( w'*sinalfa + w*w*cosalfa ); 

end; 
 
 

//Вычисление траектории конца маятника 
x_end   = x + R*sinalfa; y_end   = y - R*cosalfa; 
//Вычисление траектории начала маятника 
x_start = x - R*sinalfa; y_start = y + R*cosalfa; 
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3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ 

Моделирование выполнялось в ПК SimInTech с параметрами расчета, 
приведенными в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Table 1 

Параметры расчёта модели 

Model calculation parameters 

Параметр Значение 

Минимальный шаг, с 0,0001 
Максимальный шаг, с 0,01 
Метод интегрирования ARK21(Адаптивный 1) 
Конечное время расчета, с 2,25 
Относительная ошибка 0,0001 
Абсолютная ошибка 0,000001 
Длина маятника L0, м 2 
Ускорение свободного падения g, м/с2 9,81 
Масса маятника, кг 80 
Момент инерции маятника 26,6(6) 
Расстояние от центра оси до центра масс маятника R, м 1 
Высота подвеса маятника над землей H, м 2,5 

 
В результате проведенных численных экспериментов были получены сле-

дующие параметры модели, при которых удовлетворяется условия по призем-
лению, приведённые в табл. 2. 

Таблица 2 

Table 2 

Параметры модели, удовлетворяющие условию приземления 

Model parameters satisfying the landing condition 

Начальный угол, max (градусов) Диапазон угла отрыва, k (градусов) 
100 79,3…84,7 

140 84,8…90 

 
Траектории центра масс, конца и начала маятника для начального угла 

100° и угла отрыва 80,1563° приведены на рис. 4. Графики зависимости пара-
метров модели от времени приведены на рис. 5. Траектории центра масс, конца 
и начала маятника для начального угла 140° и угла отрыва 85,7812° приведены 
на рис. 6.  
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Рис. 3. Траектории центра масс, конца и начала маятника  

для начального угла 100° и угла отрыва 80,1563°  

Fig. 3. Trajectories of the center of mass, the end and beginning of the pendulum  
for an initial angle of 100° and a breakaway angle of 80,1563°  

 
Рис. 4. Параметры модели для начального угла 100°  

и угла отрыва 80,1563° 

Fig. 4. Model parameters for an initial angle of 100°  
and a breakaway angle of 80,1563°  
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Рис. 5. Траектории центра масс, конца и начала маятника для  
               начального угла 140° и угла отрыва 85,7812° 

Fig. 5. Trajectories of the center of mass, the end and beginning 
of the pendulum for an initial angle of 140° and a breakaway angle  
                                          of 85,7812° 

Результаты моделирования, демонстрируют несколько ключевых аспек-
тов решения задачи гибридной системы маятника с отрывом. 

1.  Узкие диапазоны допустимых параметров (см. табл. 2): для начального 
угла 0  =  100° угол отрыва р  варьируется в диапазоне 79,3…84,7°  

(всего 5,4°). Для 0  =  140° диапазон р  сужается до 84,8…90° (всего 5,2°). 
Узкие интервалы подтверждают высокую чувствительность системы к пара-
метрам и сложность оптимизационной задачи. Незначительные отклонения 
угла отрыва делают приземление невозможным. 

2.  Траектории движения (рис. 4, 6): при 0  = 100° маятник совершает 
почти полное колебание перед отрывом, формируя сложную траекторию с вы-
раженной петлей (рис. 4); при 0  = 140° отрыв происходит раньше, траекто-
рия ближе к параболической (рис. 6). Различия в траекториях объясняют, по-
чему для разных начальных условий требуются существенно отличающиеся 
углы отрыва. 
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3.  Влияние начальных условий: увеличение 0  с 100° до 140° смещает 
допустимый р  вверх на 5…6°. Более высокий начальный угол обеспечивает 
большую потенциальную энергию, что требует более позднего отрыва для точ-
ного приземления. 

Использование адаптивного метода ARK21 с жесткими допусками и де-
текции событий гарантирует точное определение момента пересечения уровня 
земли (рис. 5). Реализация в SimInTech подтвердила эффективность гибрид-
ного моделирования: переключение между системами ОДУ (6) и (7) происхо-
дит без потери устойчивости. Результаты доказывают, что для успешного при-
земления необходимо контролировать не только координату конца маятника 
( ,)endx  но и угол приземления max    (рис. 5). Найденные диапазоны k  
могут служить эталоном для настройки аналогичных систем в робототехнике 
(например, прыгающих роботов [13]), биомеханике [14] и компьютерной ани-
мации [15]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Решение задачи оптимизации траектории полета отрывающегося маят-
ника подразумевает необходимость детекции событий пересечения как при 
вычислении динамики маятника в момент его отрыва от подвеса, так и при вы-
числении функционала оптимизации, так как для его корректного вычисления 
необходимо максимально точно зафиксировать момент пересечения конца  
и начала маятника уровня земли. Использование детекции событий позволяет 
значительно более точно определить диапазон допустимого угла отрыва  
за счет исключения пропусков событий пересечения, так как их конечное 
время заранее неизвестно. Моделирование успешно решило поставленную за-
дачу, выявив критическую зависимость приземления от угла отрыва и подтвер-
див эффективность гибридного подхода.  

В дальнейшем предполагается увеличить количество оптимизируемых 
параметров модели и применить более совершенные методы оптимизации для 
получения оптимальных значений начальных углов и скоростей, а также угла 
отрыва. Также модель будет расширена для многозвенного маятника с изме-
няемой конфигурацией.  
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Abstract 
The paper considers the problem of modeling a pendulum with a breakaway support, which 

is of practical interest in the design of mechanical systems in robotics, aerospace engineering and 
biomechanics. The peculiarity of this problem is the transition of the system to a hybrid mode, which 
requires switching between different systems of differential equations at the moment of breakaway. 

The main difficulty lies in determining the initial angle and the breakaway angle, ensuring 
the fulfillment of the landing conditions: the pendulum end hitting a given area with the required 
angle. This leads to the need to solve not only the problem of dynamic modeling of a hybrid system, 
but also the accompanying optimization problem. The complexity of this optimization problem is 
determined by the fact that the ranges of the initial pendulum angle and the breakaway angle, in 
which the landing condition by an angle is satisfied, are quite narrow. For efficient numerical mod-
eling of such a system, taking into account the need to accurately determine the landing point, it is 
necessary to take into account the detection of the event of the pendulum vertical coordinate cross-
ing the ground level, since with an inaccurate determination of the landing point, it becomes difficult 
to correctly determine the areas in which the landing condition is satisfied.  

The article proposes a numerical method for calculating the pendulum trajectory taking into 
account the breakaway, as well as an algorithm for optimizing the initial parameters. An analysis of 
the influence of various factors on the landing accuracy is carried out, including the initial speed, 
the pendulum length, and the breakaway moment. The results can be used in the design of mecha-
nisms with variable structure, as well as in problems of motion control of anthropomorphic robots 
and sports biomechanics. 

Keywords: differential equations, physical pendulum, hybrid systems, optimization, solid 
mechanics, software model, numerical methods, diagonally implicit, modeling, dynamics 
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