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Наличие математической модели объекта играет ключевую роль при синтезе систем управ-
ления, поскольку позволяет провести более глубокий анализ динамических свойств системы, оце-
нить ее устойчивость, управляемость и наблюдаемость. Однако в реальных условиях параметры 
объекта часто неизвестны, и тогда на первый план выходят методы параметрической идентифика-
ции, которые обеспечивают построение модели на основе экспериментальных данных. Хотя со-
временные методы идентификации объектов позволяют получить математические модели, они 
сталкиваются с рядом принципиальных сложностей, таких как выбор структуры модели, требуе-
мая точность, вычислительная сложность, а также чувствительность к помехам и качеству данных. 
В работе основной акцент делается на том, что является более важным – это точность, помехо-
устойчивость алгоритма и качество данных. Рассматривается алгоритм пассивной ретроспектив-
ной параметрической идентификации линейного динамического объекта с одним входом и одним 
выходом, описываемого дифференциальным уравнением n-го порядка, в условиях неполной апри-
орной информации. Под неполной априорной информацией подразумевается отсутствие инфор-
мации о производных сигналов входа и выхода идентифицируемого объекта. Предлагается метод 
для уточнения полученных оценок параметров объекта с помощью метода наименьших квадратов 
посредством применения инструментальной переменной. Приводятся взаимные корреляционные 
функции между инструментальной переменной и выходным сигналом объекта третьего порядка, 
а также между инструментальной переменной и обобщенной помехой. Представлены результаты 
идентификации объекта третьего порядка, полученные классическим методом наименьших квад-
ратов и методом инструментальной переменной. Результаты сравнения показывают эффектив-
ность предложенного метода уточнения оценок, полученных методом наименьших квадратов  
с использованием метода инструментальной переменной. 

Ключевые слова: параметрическая идентификация, одноканальный объект управления, 
линейный динамический объект, дифференцирование сигналов, интегрирование по частям, фор-
мирующая функция, метод наименьших квадратов, метод инструментальной переменной, кор-
ректирующие параметры 
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ВВЕДЕНИЕ 

Определение работоспособной математической модели объекта является 
ключевой задачей системного анализа и управления, решение которой заклю-
чается в выборе подходящего метода идентификации. С помощью успешно 
идентифицированной модели можно лучше понять физические и математиче-
ские процессы, происходящие в системе управления, делать более точные про-
гнозы ее поведения в будущем, что особенно важно в инженерных отраслях,  
а также оптимизировать параметры управления и снижать риски при проекти-
ровании сложных технических комплексов. 

Особую значимость задача идентификации приобретает в современных 
условиях, когда стремительно развиваются технологии и увеличивается объем 
данных, который генерируется современными системами. В таком случае ста-
новится всё более актуальной необходимость быстро и точно определять па-
раметры модели. Также появляется острая необходимость в создании новых 
методов идентификации или доработке существующих классических методов 
(таких как метод наименьших квадратов (МНК), метод максимального прав-
доподобия и т. д.). 

В рамках традиционных методов идентификации использование класси-
ческого МНК для повышения точности и помехоустойчивости алгоритма не-
возможно из-за сильной смещенности получаемых оценок [1]. В работах [2, 3] 
была предложена некоторая доработка классического метода параметрической 
идентификации динамического объекта, представленного в виде линейного 
дифференциального уравнения. Идентификация проводилась на основе изме-
рений входного и выходного сигналов без привлечения информации об их про-
изводных. Оценивание параметров осуществлялось МНК [4–7], а необходимая 
система линейных алгебраических уравнений, требуемая для реализации 
МНК, была сформирована посредством специальной функции и операции ин-
тегрирования по частям [8]. Здесь же была проиллюстрирована корректность 
применения операции многократного интегрирования по частям для замены 
численного дифференцирования зашумленных сигналов объекта аналитиче-
ским дифференцированием специальных функций. 

В работах [2, 3] также приводятся результаты идентификации модельных 
объектов третьего порядка. Среднеквадратическая погрешность оценивания 
параметров в отсутствие помех составила около 0,01 %. Однако, как известно, 
МНК обладает слабой помехоустойчивостью [9] и при идентификации того же 
объекта в присутствии широкополосной помехи уровня 10 % (максимум мо-
дуля отношения помеха/сигнал на интервале идентификации) на выходном 
сигнале были получены среднеквадратические погрешности около 1 %. Сред-
неквадратическая погрешность оценивания параметров определялась относи-
тельно истинных значений параметров объекта. Анализ результатов в [2, 3] по-
казал, что основная составляющая погрешностей порождена смещенностью 
МНК-оценок относительно истинных параметров. 

В ряде работ приводятся рекомендации по поводу уменьшения влияния 
обобщенной помехи на погрешности идентификации. Например, в [10] пред-
лагается так называемый обобщенный МНК (ОМНК), суть которого заклю-
чается в «выбеливании» обобщенной помехи. Обобщенная помеха представ-
ляется в виде реакции дискретного формирующего фильтра на белый шум, 
что, в свою очередь, позволяет выразить обобщенную помеху в виде произ-
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ведения белого шума на передаточную функцию фильтра. Поскольку белый 
шум не коррелирует с другими сигналами, такая модель обеспечивает стрем-
ление к нулю взаимной корреляционной функции между ним и обобщенной 
помехой. 

В работах [11, 12] приводится и исследуется прямой компенсационный 
МНК (ПКМНК). В данном методе синтезируется специальное добавочное сла-
гаемое, которое вводится в правую часть алгебраической системы уравнений 
и частично устраняет влияние обобщенной помехи в плане смещенности по-
лучаемых оценок. 

Особый интерес с точки зрения простоты реализации, не требующий 
сложных оптимизаций (в отличие, например, от метода максимального прав-
доподобия), вызывает метод инструментальной переменной (МИП) [13–15].  
В настоящей статье рассмотрим возможность повышения помехоустойчиво-
сти МНК посредством МИП. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим алгоритм параметрической идентификации на базе МНК  
в условиях неполной априорной информации, предложенный в работах [2, 3]. 
В данном алгоритме используется специальный подход, исключающий необ-
ходимость численного дифференцирования зашумленных сигналов и приме-
няемый к линейным динамическим объектам, математическая модель которых 
описывается дифференциальным уравнением 
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МНК предполагает формирование системы линейных алгебраических 
уравнений путем умножения слагаемых выражения (2) на некоторую сис- 
тему n линейно независимых функций с последующим интегрированием на 
определенном интервале времени. В результате система линейных алгебраи-
ческих уравнений запишется как 

 0Ua u , (3) 



50 А.А. МИЗЮКАНОВА, Г.П. ЧИКИЛЬДИН 

где ( )ijuU , [1,  ]ui m ,  [1,  ]j n  – матрица координат объекта, ( )jaa , 
[1,  ]j n  – вектор искомых параметров, 0 0( )iuu , [1,  ]ui m  – вектор правой 

части. 
С учетом искажений сигналов объекта ( ) ( ) ( )i i iu t u t u t    , [0,  ]i n  мо-

жет быть сформирована алгебраическая система [2, 3] 

 *0  U a u δv , (4) 

где ( )iju U , [1,  ]ui m ,  [1,  ]j n  – матрица координат объекта, ( )jaa , 
[1,  ]j n  – вектор искомых параметров, *0 *0( )iuu , [1,  ]ui m  – вектор пра-

вой части, ( )iv v , [1,  ]ui m  – вектор обобщенной погрешности, содержа-
щий помимо неизмеримой помехи ( )iu t , [0,  ]i n , еще и методическую по-
грешность интегрирования. Под неизмеримой помехой подразумевается мо-
дель случайного процесса, которую невозможно последовательно описать  
с помощью стандартных вероятностных методов. Данная помеха порождается 
искажениями входного ( )x t  и выходного сигналов ( )y t  объекта управления 
в процессе их измерения. 

Ставится задача уточнения оценок параметров объекта идентификации, 
полученных путем решения системы алгебраических уравнений (4) МНК. 
Большие погрешности в МНК-оценках при наличии помех в измеряемых сиг-
налах возникают в основном за счет их смещенности относительно истинных 
параметров. 

2. АЛГОРИТМ УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ 

В исследованиях [2, 3] система (4) была решена с помощью МНК. Приме-
нение МИП приводит данную систему к виду 
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понированную матрицу Q . 
Матрица Q  формируется из отсчетов реализации функции kq , 

0[ , ]sk K K , которая называется инструментальной переменной, и вычисля-
ется как 
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Инструментальная переменная kq , 0[ , ]sk K K  должна удовлетворять 
двум требованиям [13]: сильно коррелировать с элементами вектора ku  и не 
коррелировать с обобщенной помехой kv . 
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Выполнение первого требования обеспечит невырожденность мат- 
рицы  

TQ U , а выполнение второго при больших 0K  приведет к выполнению 
условия 

 1

0K  TQ δv 0 . (6) 

Однако выполнение данных требований создает проблему выбора ин-
струментальной переменной. Известны два подхода к выбору инструменталь-
ной переменной [13] – метод сдвига и метод линейного фильтра. 

Рассмотрим метод сдвига в условиях отсутствия помех на входном сиг-
нале ( ) 0x t  . При этом инструментальную переменную сформируем как вы-
ходной сигнал идентифицируемого объекта, сдвинутый на r отсчетов: 

( )k k rq y   , 

причем сдвиг r  должен быть таким, чтобы сигнал ( )k ry   не коррелировал  
с обобщенной помехой kv . Однако никаких рекомендаций по выбору пара-
метра r не дается. 

В данной работе предлагается оригинальный подход к выбору пара- 
метра r, а именно, посредством минимизации информационного критерия бли-
зости выходных сигналов модели и идентифицируемого объекта. При исполь-
зовании информационного критерия оценка параметра r отыскивается в рам-
ках l-процедуры ( [1, ]l L , L – наперед задаваемое число, например, 

[25, 50]L ) в виде 0 0r l , где 0l  определяется из условия минимального от-
носительного среднеквадратического рассогласования выходных сигналов 
идентифицируемого объекта и получаемой на каждом значении l модели  
в виде 
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В этом выражении ky  есть выходной сигнал объекта, а мky  представляет 
собой выходной сигнал модели, изначально полученной МНК и затем уточня-
емой в рамках l-процедуры для выбора параметра сдвига r. 

Таким образом, на базе алгоритма параметрической идентификации  
с применением подхода для замены численного дифференцирования измерен-
ных сигналов объекта, предложенного в работах [2, 3], был сформирован но-
вый метод параметрической идентификации на базе МИП. Используя полу-
ченную рекомендацию по выбору параметра сдвига r в процессе формирова-
ния инструментальной переменной, исследуем предложенный алгоритм на 
точность и помехоустойчивость. 
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3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  
ОШИБОК ИДЕНТИФИКАЦИИ НА БАЗЕ МНК И МИП 

С целью исследования возможностей описанного МИП, использующего 
подход для замены численного дифференцирования зашумленных сигналов  
и предложенное условие выбора параметра сдвига, было разработано про-
граммное обеспечение, с помощью которого была проведена идентификация 
модельного объекта третьего порядка вида 

 (3) (2) (1)( ) 9 ( ) 60 ( ) 200 ( ) 400 ( )y t y t y t y t x t    , (8) 

ранее идентифицированного с помощью МНК в [2, 3]. 
Для исследования методов в процессе моделирования использовались 

следующие данные. На вход объекта подавался случайный сигнал с равномер-
ным законом распределения в диапазоне частот [0, 16]  рад/с. Максималь-
ная частота эффективной полосы амплитудно-частотной характеристики 
(АЧХ) объекта w  = 15 рад/с. Выходной сигнал объекта был получен путем 
решения дифференциального уравнения методом Адамса четвертого порядка 
точности с прогнозом и коррекцией решения и вычислением первых двух  
точек решения методом Рунге – Кутты четвертого порядка точности. Шаг дис-
кретизации по времени t = 0,02 c на всем интервале определения. 

Формирование системы линейных алгебраических уравнений осуществ-
лялось посредством предложенного авторами в работе [2] так называемого 
«скользящего» формирования, суть которого заключается в том, что в про-
цессе получения строк формируемой матрицы системы линейных алгебраиче-
ских уравнений использовался лишь один формирующий фильтр. 

На вход этого формирующего фильтра подавались равной длины отрезки 
координат объекта из одних и тех же реализаций, но сдвинутые на некоторое 

BK  количество отсчетов (например, В 5 15K   ), выбираемых исходя из ли-
нейной независимости строк формируемой матрицы. При формировании ис-
пользовалась операция интегрирования по частям. Координаты объекта, из ко-
торых формировались уравнения системы, определялись через интеграл 
свертки в виде 
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Таким образом, для фиксированного момента времени it  на интервале T 
формируется i-я строка системы уравнений. Следующий момент времени 1it   
определим в виде 1 ,i it t T     где BT K t    – шаг, с которым осуществ-
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ляется скольжение по интервалу идентификации (измеренным исходным дан-
ным), BK  – выбираемый параметр скольжения. 

Выражение импульсной характеристики (ИХ) формирующего фильтра 
имеет вид [8] 
 ( 1)( ) ( / !) ,   ,  0,m m tw t m t e m l        (12) 

где l – максимальная учитываемая производная, используемая в операции ин-
тегрирования по частям. 

Производные ИХ вычисляются согласно соотношениям 

 ( 1) ( 1)

1
( ) ( ),   [1,  1]

rr r
ri i

i
w t b v t r l 


   ∑ , (13) 

где 
( )( 1) ( 1)! / [( )! ( 1)!]r i

rib r r i i     , 

( 2 ) ( 1 )( ) [ / ( 1 )!]m i m i t
iv t m i t e         . 

Вид и расположение ИХ и ее производных во временной и частотной об-
ластях определяются параметрами  и m. Детальное описание формирующего 
фильтра (ИХ и ее производных), его временные и частотные характеристики  
в зависимости от выбора  и m приведены в [8], рекомендации по выбору па-
раметров  и m – в [16, 17]. 

При моделировании использовался оригинальный алгоритм выбора кор-
ректирующего параметра  при фиксированном значении параметра m, приве-
денный в [16, 17]. Данный алгоритм позволяет по задаваемой максимальной 
частоте АЧХ идентифицируемого объекта определить значение параметра , 
обеспечивающего расположение спектра ИХ и ее производных в диапазоне 
АЧХ объекта, что существенно влияет на помехоустойчивость метода в целом, 
особенно при высокочастотной помехе. 

В табл. 1 показаны результаты, полученные при идентификации объекта 
третьего порядка (8) в процессе моделирования предлагаемого МИП. Линей-
ная алгебраическая система формировалась из четырех уравнений с помощью 
фильтра с параметрами  = 5 и m = 5 в условиях отсутствия помех  

my  = 0,  = 2,75 и m = 5 при широкополосной (ШП) помехе ( [0, 25]  рад/с) 
уровня 0,1my   и высокочастотной (ВЧ) помехе ( [20, 30]  рад/с) уровня 

0,1my  . Параметр B 5K  , а квазиоптимальное значение 0r  параметра 
сдвига выбиралось согласно (7) из диапазона [1, 35]r . 

Оценивание результатов идентификации проводилось по погрешностям, 
полученным при выборе квазиоптимального значения параметра сдвига 0r   
согласно соотношению (7). Осуществлялось дополнительное (контрольное) 
вычисление относительной среднеквадратической погрешности, определяе-
мой выражением 

 2 2
со o

1 1
[ ] [ ]

n n
i i i

i i
e a a a

 
 ∑ ∑ , (14) 
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где ia , [1, ]i n  – истинные коэффициенты модели (2), числовые значения  
которых приведены в выражении (8), а oia , [1, ]i n  – полученные оценки.  
Следует отметить, что оба способа оценивания результатов идентификации 
совпали. 

В таблице приведены также результаты, полученные МНК для разных 
способов формирования из [2, 3] для сравнения с предложенным в данной  
статье МИП. 

 

Сравнительные результаты идентификации на базе МНК и МИП 

Comparative results of identification based on LSM and IVM 

Уровень помехи 

Метод и его параметры 

МНК МИП 

соe  0r  соe  

0my   0,4E-03 12 0,2E-03 

ВЧ-помеха 0,1my   0,8E-03 3 0,9E-03 

ШП-помеха 0,1my   0,4E-01 13 0,6E-02 

 
Наиболее реальный случай практической идентификации – искажение из-

меряемого сигнала ШП-помехой, и в этом случае наглядно наблюдается 
уменьшение ошибки в МИП по сравнению с МНК практически на порядок, 
что явно свидетельствует о преимуществе предложенного МИП. 

Рисунок 1 показывает помехоустойчивость предлагаемого метода.  
С увеличением уровня помехи растет среднеквадратическая ошибка иденти-
фикации, однако в случае искажения выходного сигнала на уровень 50 % 
(максимум модуля отношения помеха/сигнал) ошибка идентификации со-
ставляет 10 %. 

Стоит отметить, что предложенный метод остается линейным, сохраняет 
простоту в реализации и менее чувствителен к помехам по сравнению с МНК 
из [2, 3]. 

Что касается требований, предъявляемых к инструментальной перемен-
ной, то для примера были вычислены взаимные корреляционные функ- 
ции q yR  между инструментальной переменной kq  и выходным сигналом 
объекта ky , а также q vR   между инструментальной переменной kq  и обоб-
щенной помехой kv  (рис. 2). 

Данные корреляционные функции были получены при моделировании 
модельного объекта (8) посредством МИП в режиме функционирования  
с ШП-помехой уровня 0,1my  . 
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Рис. 1. График зависимости ошибки соe  от уровня помехи my  

Fig. 1. Graph of the error соe  depending on the level of interference my  

 

 
Рис. 2. Взаимные корреляционные функции q yR  и q vR   

Fig. 2. Cross correlation functions q yR  and q vR   

Полученные кривые наглядно, хоть и не в полной мере, иллюстрируют 
выполнение требований к инструментальной переменной – сильную корреля-
цию с сигналом и малую корреляцию с обобщенной помехой. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
В работе был предложен метод для уточнения МНК-оценок параметров 

идентифицируемого объекта с одним входом и одним выходом, получаемых в 
условиях неполной априорной информации посредством МИП (метод сдвига). 
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Разработан способ выбора параметра сдвига, базирующийся на миними-
зации информационного критерия близости выходных сигналов модели  
и идентифицируемого объекта. 

Приведены результаты идентификации объекта третьего порядка, полу-
ченные посредством МИП в сравнении с МНК и иллюстрирующие несомнен-
ное превосходство предложенного МИП в плане помехоустойчивости. Сред-
неквадратическая погрешность идентификации в условиях влияния широко-
полосных помех на выходной сигнал объекта (это наиболее вероятный случай) 
уменьшилась практически на порядок. 

Получены взаимные корреляционные функции между инструментальной 
переменной и выходным сигналом объекта, а также между инструментальной 
переменной и обобщенной помехой, иллюстрирующие достаточно близкие 
требования к инструментальной переменной в плане ее корреляции с выход-
ным сигналом объекта и обобщенной помехой. 

Дальнейшее движение направлено в сторону повышения помехоустойчи-
вости МИП в условиях неполной априорной информации об объекте за счет 
замены метода сдвига на метод линейного фильтра. 
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Abstract 
The availability of a mathematical model of an object plays a key role in the synthesis of 

control systems, as it enables a deeper analysis of the system dynamic properties, and allows for 
the assessment of its stability, controllability, and observability. However, in real-world condi-
tions, the object parameters are often unknown, which brings methods of parametric identifica-
tion to the forefront. These methods facilitate the construction of a model based on experimental 
data. Although modern object identification methods are capable of obtaining mathematical mod-
els, they face a number of fundamental challenges, such as selecting the model structure, achiev-
ing the required accuracy, managing computational complexity, and mitigating sensitivity to 
noise and data quality. This work places primary emphasis on what is deemed more critical: 
namely, the accuracy, noise immunity of the algorithm, and the quality of the input data.  
An algorithm for the parametric identification of a linear dynamic object with a single input and 
a single output, described by an n-th order differential equation, under conditions of incomplete 
a prior information is considered. Incomplete a prior information here implies the absence of 
information on the derivatives of the identified object input and output signals. An approach is 
proposed for refining the parameter estimates obtained via the least squares method through the 
application of the instrumental variable. The mutual correlation functions between the instrumen-
tal variable and the output signal of a third-order object, as well as between the instrumental 
variable and the generalized noise, are presented. The results of identifying a third-order object, 
obtained by the classical least squares method and the instrumental variable method, are  
provided. The comparative results demonstrate the effectiveness of the proposed method for re-
fining the least squares estimates using the instrumental variable approach. 

Keywords: parametric identification, SISO plant, linear dynamic plant, signal differentia-
tion, integration by parts, forming function, least square method, instrumental variable method, 
correcting parameters 
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