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Проблема синтеза оптимального управления нелинейными системами, несмотря на давнюю историю развития, 
все еще не имеет исчерпывающего решения. Известные подходы к ее решению на основе принципа оптимальности 
Беллмана и принципа максимума Понтрягина в общем случае приводят к алгоритмам, осложненным необходимостью 
решения нелинейных уравнений в частных производных. Поэтому на практике вводятся различные упрощающие 
задачу допущения, которые чаще всего приводят к приближенным решениям. В данной работе метод синтеза опти-
мальных нелинейных систем управления разрабатывается, следуя А.А. Красовскому, применительно к неопределен-
ному квадратичному критерию, а также к нелинейным системам, уравнения которых представлены в управляемой 
форме Жордана. Приводится определение управляемой формы Жордана уравнений нелинейных динамических систем 
с одним управлением. Доказана теорема существования линеаризующего управления. Показано, что решение задачи 
синтеза оптимального управления разработанным методом существует, если уравнения нелинейной системы пред-
ставлены в управляемой форме Жордана. Приводятся аналитические соотношения, которые позволяют найти управ-
ление, оптимальное в смысле нелинейного квадратичного критерия, окончательный вид которого определяется в про-
цессе синтеза. При этом используется решение алгебраического уравнения Риккати. Доказана оптимальность полу-
чаемого нелинейного управления. Дан пример синтеза оптимального управления нелинейной динамической системой. 
Показано, что разработанный метод может быть применен для синтеза оптимальных в смысле нелинейных квадра-
тичных критериев управлений различными нелинейными системами. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Известный метод аналитического синтеза оптимальных регуляторов (АКОР) является 
очень удобным и широко распространенным способом синтеза линейных оптимальных в 
смысле минимума квадратичного критерия систем управления [1, 2]. Этот метод при заданном 
критерии является полностью аналитическим, так как при постоянных параметрах линейных 
управляемых систем он позволяет найти параметры законов управления путем решения алгеб-
раических уравнений Риккати. К недостаткам этого подхода относятся некоторая сложность 
формирования критерия, при котором обеспечивается требуемое качество управления, и необ-
ходимость измерения всех переменных состояния. Однако эти сложности легко преодолева-
ются применением итерационной процедуры, наблюдателей состояния и современных компь-
ютерных технологий [2, 3].  
                                                        

* Статья получена 01 июля 2014 г. 
Работа выполнена при поддержке  РФФИ, проекты № 12-08-00249-а и № 14-08-01176-а. 
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Синтез оптимальных управлений нелинейными системами чаще всего осуществляют ли-
бо на основе линеаризованных уравнений систем [2], либо путем приближенного решения не-
линейного дифференциального уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана [1, 4]. Фактически в 
случае нелинейных систем общего вида теряется основное преимущество оптимального под-
хода – аналитичность и простота методики синтеза. При этом и решение задачи синтеза, стро-
го говоря, оказывается неоптимальным.  

При синтезе нелинейных систем часто применяется двухэтапный подход, при котором 
сначала синтезируется управление, введение которого линеаризует модель исходной управ-
ляемой системы. На втором этапе синтезируется управление, обеспечивающее требуемые 
свойства замкнутой системы. Для этой цели могут применяться различные методы синтеза 
линейных систем как оптимальных, так и других типов. Так, в работах [5–8] уравнения нели-
нейной системы приводятся к канонической управляемой форме, что позволяет синтезировать 
оптимальное или инвариантное управление. Модальное управление нелинейным объектом 
аналогичным способом синтезируется в [9]. Основная трудность данного двухэтапного подхо-
да состоит в нахождении линеаризующего управления и подходящего нелинейного функцио-
нала. Задача синтеза линеаризующего управления легко разрешается, если уравнения в откло-
нениях нелинейной системы представлены в управляемой форме Жордана.  

В данной работе рассматривается основные особенности метода синтеза оптимальных в 
смысле минимума нелинейного квадратичного функционала нелинейных систем управления, 
уравнения которых представлены в управляемой форме Жордана (УФЖ) [10, 11]. В этом слу-
чае линеаризующее управление аналитически строится на основе стабилизирующего управле-
ния, предложенного в [10]. Поэтому вся процедура синтеза оптимальной в смысле квадратич-
ного критерия нелинейной системы управления является аналитической. При этом необходи-
мость применения итераций для обеспечения требуемого времени регулирования и желаемого 
характера переходных процессов, к сожалению, сохраняется, но относится лишь к этапу син-
теза минимизирующей составляющей оптимального управления.  

Значимость разработанного метода синтеза оптимальных управлений для практики обу-
словлена тем, что уравнения очень многих реальных нелинейных управляемых систем (объек-
тов) либо имеют УФЖ (с точностью до обозначения переменных), либо могут быть приведены 
к этой форме невырожденным  преобразованием переменных состояния [10, 11]. 

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ СИНТЕЗА 

Пусть нелинейная управляемая система описывается уравнениями в отклонениях: 

 1 1( , , )i i ix x x    ,    1, 1i n  , (1) 

 1( , , )n n nx x x u    ,    Tу c x  , (2) 

где 1, , nx x   – отклонения переменных системы, т. е. i i ix x x   , 1,i n ; 

1 1 1( , , ) ( )i i i ix x x     , 1, 1i n   и 1( , , ) ( )n n nx x x     – нелинейные, дифференцируе-

мые необходимое число раз по всем своим аргументам функции, причем (0) 0i  , 1,i n ; 

( )u u x  – искомое управление; 1[ ]Ti ix x x   – подвектор отклонений размерности i ; оче-

видно, nx x  ; 0( , )x x t u   , 0u – векторы состояния и управления при невозмущенном дви-

жении рассматриваемой системы. Предполагается также, что переменные ix , 1,i n  доступны 
измерению.  
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Задача синтеза заключается в определении управления u  как функции вектора x , при 
котором на траекториях нелинейной системы управления (1), (2) обеспечивается выполнение 
условия 

 2 2
1 лин

0
[ ( ) ( ) ( )( ) ] minT T

u
J x S x QS x x x u u dt



         ,    n
xx R  .  (3) 

Здесь постоянные диагональная матрица 0Q   и число 0   выбираются, исходя из же-
лаемого характера переходных процессов системы (1), (2); матрица ( )S x  и функция 1( )x   
обусловлены синтезируемой в процессе решения задачи линеаризующей составляющей 

лин лин ( )u u x   искомого оптимального управления оптu ; x – область пространства nR , в 
которой  выполняются условия: 

 1 1

1

( , , )
0i i

i

x x
x







 



 


,    1, 1i n  ,    n
xx R  , (4) 

где  – некоторое положительное число. Область x  включает точку 0x  .   
Определение. Если система уравнений (1), (2) удовлетворяет  условиям  (4),  то  она  яв-

ляется «управляемой формой Жордана» [10]. 
Очевидно, каноническая управляемая форма Фробениуса является частным случаем 

УФЖ при 1( )i ix x   , 1, 1i n   (для 1n  ) и 0 1 1 2 1( )n n nx x x x             [5, 10]. 
Поставленная оптимизационная задача (1)–(3) при условии (4) решается в два этапа: на 

первом этапе синтезируется линеаризующее, а на втором – оптимальное управление. 

2. СИНТЕЗ ЛИНЕАРИЗУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ 

Это управление синтезируется тем же методом, который применяется для синтеза нели-
нейного стабилизирующего управления системами, уравнения которых имеют управляемую 
форму Жордана [10, 11]. При этом прежде всего вводится новый вектор состояния 

1 2( ) [ ,  ,  ..., ]Tnw w x w w w   системы (1), (2) следующим образом: 

 1 1w x  ,   
1

1
1 1 1 1

1
( ) ( )

i
i

i i i i
w

w x w x
x

 
 

 



   




 


  


,   2,i n ,   (5) 

где i – некоторые константы. Из соотношений (5) и уравнений (1) следует, что переменные 

iw  зависят в общем случае только от переменных x , 1, i  , т. е. 1( )i i iw w x x   . Так как 
по условию функции 1( )i ix   дифференцируемые и (0) 0w  , то нелинейное преобразование 

( )w w x   в области n
x R   можно представить в квазилинейной форме вида ( )w S x x   , где 

( )S x – n n -матрица. Причем  в силу условий (4) det ( ) 0S x   [11]. Поэтому в области 
n

xx R   существует ограниченное обратное преобразование 1( ) ( )x S x w x   , где вектор 
( )w x  определяется соотношениями (5). 

При выполнении условия (4) в области x  на основе уравнений (1), (2), (5) [10, 11] оп-
ределяется  управление  

  1 1
1 2 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nu u x x x w x x x v                 ,   (6) 
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где  
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,   xx   ,  (7) 

v – новое управление – некоторая функция x  или времени t . 
Теорема 1. Если в некоторой области x  выполняется условие (4) и управление опреде-

ляется выражениями (5)–(7), то уравнения системы (1), (2) относительно вектора w имеют 
следующий вид: 

 n nw w e v  ,      

1

1

1 0
0 0

0 0

n

n








 
  
 
 

 




   


,  (8) 

где [0 0 1]Tne   . 

Матрица n  (8) при i   , 1,i n , очевидно, совпадает с клеткой Жордана [12, с. 36] 
размера n n . Именно, поэтому система уравнений (1), (2) при выполнении условия (4) в не-
которой области Ω n

x R  называется «управляемой формой Жордана».  
Д о к а з а т е л ь с т в о. Второе выражение (5) с учетом уравнений (1) при 2, 3, , 1i n   

можно представить следующим образом:  

 2 1 1 1w w w  ,     3 2 2 2w w w  ,     ,    1 1 1n n n nw w w    .   (9) 

Далее, подставим управление ( , )u u x    (6) с учетом второго равенства (7) в уравнение 
(2) и умножим обе его части на 1( )x  . В результате получим равенство  

1

1 1
1

( )
( ) ( ) ( )

n
n

n n n
w x

x x x w x v
x

 
 

  






   




    


. 

Перенеся первое слагаемое из правой части этого равенства в его левую часть и учтя зна-
чение 1( )x   из первого равенства (7), будем иметь   

 
1

1
1

( ) ( )
( ) ( )

n
n n

n n n
n

w x w x
x x w x v

x x
 

 

 





 
   

 


    
 

.  (10) 

Нетрудно видеть, что левая часть равенства (10) представляет собой производную по 
времени переменной nw . Поэтому (10) можно записать следующим образом: n n nw w v   . 
Отсюда и из выражений (9) следует утверждение теоремы. Теорема 1 доказана. 

Из (8) следует, что при выполнении условия (4) и ( , )u u x    (6) система (1), (2) эквива-

лентна системе (8), которая, очевидно, асимптотически устойчива, если все 0i   , 1,i n . 
Так как преобразование ( )w w x   (5) является взаимообратным и ограниченным, то положе-

ние равновесия 0x   системы (1), (2), (6) при условии 0i i   , 1,i n  также является 

асимптотически устойчивым в области Ω n
x R . Поэтому управление (6) при указанных усло-

виях является стабилизирующим.  
Таким образом, если уравнения некоторой нелинейной управляемой системы (объекта) 

представлены в УФЖ, то соотношения (5)–(7) позволяют аналитически найти управление 
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( , )u u x  , при котором положение равновесия 0x   системы будет асимптотически устой-
чивым в большом. Другие свойства системы будут определяться конкретными значениями 
чисел i  и управления v . Примеры синтеза стабилизирующих управлений при 0v   приве-
дены в [10, 11]. 

Однако, соотношения (5)–(8) выполняются при всех значениях i , в том числе и при 

0i  , 1,i n . При этом система (1), (2) по-прежнему будет нелинейной, но в переменных iw  
она будет описываться линейными уравнениями. Поэтому если определить переменные  

 1 1w x  ,   
1

1
1

1
( ) ( )

i
i

i i
w

w x x
x

 
 













 


,   2,i n ,  (11) 

то управление (6)  можно записать в виде 

 1
лин 1 ( )u u x v   ,     1

лин 1 2( ) ( ) ( )nu x x x       .   (12) 

Здесь функции 1( )x   и 2 ( )x   по-прежнему определяются по формулам (7).  
Управление (12) линеаризует систему (1), (2), но без целенаправленного изменения ее 

свойств. Как видно из соотношений (7), (11) и (12), линеаризующее управление определяется 
исключительно свойствами управляемой системы.  

3. СИНТЕЗ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

В рассматриваемом случае оптимальное управление берется в виде (11), (12), где 
minv u . Здесь minu – составляющая, обеспечивающая оптимальность искомого управления в 

смысле минимума функционала (3).  
Уравнения (1), (2) при управлении 1

лин 1 мин( )u u x u    относительно вектора w (11) в  
соответствии с теоремой 1 имеют вид 

 minn nw w e u  ,      

0 1 0
0 0 0

0 0 0

n

 
 
 
 
 
 




   


. (13) 

Так как система (13) линейная, то управление, обеспечивающее минимум функционала 

 2
min

0
[ ]TJ w Qw u dt



  , (14) 

на ее траекториях, как известно [1, с. 275 ], определяется выражением 

 1
min ( ) T

nu w e P w  . (15) 

Здесь P – симметричная, положительно определенная матрица, являющаяся решением сле-
дующего уравнения Риккати: 

 1 0T T
n n n nP P Pe e P Q      . (16) 

Решение оптимизационной задачи (1)–(3) при условии (4) определяется следующей тео-
ремой. 
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Теорема 2. Если управление лин лин ( )u u x   определяется выражениями (11), (12) при 

minv u , то оптимальное управление, доставляющее на траекториях замкнутой нелинейной 
системы (1), (2) минимум функционалу (3), определяется выражением 

 1 1
опт лин min лин 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )T

nu u x u x u x x e P S x x           . (17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о. При управлении (15) система (13) в силу теоремы 3.7 из [1, с. 275] 
является асимптотически устойчивой в целом. С другой стороны, преобразование ( )w w x   
(11), как и (5), является взаимообратным, непрерывным и ограниченным в силу условия (4). 
Поэтому положение равновесия 0x   системы (1), (2) при оптu u  (17) является устойчивым. 
Следовательно, в интегралах (3) и (14) верхний предел можно заменить на достаточно боль-
шое значение 1t  и без потери общности записать их следующим образом: 

 
1

2 2
1 лин

0
[ ( ) ( ) ( )( ) ]

t
T TJ x S x QS x x x u u dt        ,     

1
2
min

0
[ ]

t
TJ w Qw u dt  .  (18) 

Если определенный интеграл  

1

1
0

( , )
t

J F w u dt   

имеет минимум по ,u  то согласно [13, с. 322] существует такое положительное число и , что  

 
1 1

1
0 0

( , )( , ) 0
t t

F w uJ F w u dt u dt
u

  


  


    при  и0 u   ,  (19) 

где u  – произвольная вариация функции u .  
По отношению ко второму функционалу J  (18), эквивалентному функционалу (14), фи-

гурирующие в (19) частная производная и вариация с учетом выражения (15) определяются 
выражениями: 

min
min

min

( , )
2 2 T

n
F w u

u e P w
u




  


,   а 1
min

T
nu e P w    , 

где 1 2[ ,  ,  ..., ]Tnw w w w    – вариация вектора w .   
Так как функционал (14) по теореме 3.7 [1, с. 275 ] имеет минимум при управлении 

min ( )u w  (15), то по формуле (19) существует такое и , что выполняются неравенства 

 
1

1
1

0
2 0

t
T T
n nJ e P w e P w dt       при   1

и0 T
ne P w    .  (20) 

В силу ограниченности вектора ( )w t  при конечных значениях (0)w  и обратимости пре-
образования ( ) ( )w w x S x x     вектор x  также  ограничен. Матрица ( )S x  при всех ограничен-
ных xx    является ограниченной и дифференцируемой по x . Поэтому вариация w  в соот-
ветствии с леммой, приведенной в (П.1) (см. приложение), связана с вариацией вектора x  ра-

венством [ ( ( )) ] ( )T T Tw x S x S x x     . Выражение ( ( )) ( ) /T TS x S x x      можно рассмат-
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ривать как n n -матрицу, ( , )i j -элементом которой является вектор-строка градиента 

( ) /jiS x x  , а 1 2[ ,  ,  ..., ]Tnx x x x        – вариация вектора x . С учетом приведенных выра-
жений неравенства (20) можно представить следующим образом: 

    
1

1
1

0
2 ( ) [ ( ( )) ] ( ) 0

t
T T T T T
n nJ e P S x x e P x S x S x x dt               (21) 

при 

 1
и0 [ ( ( )) ] ( )T T T T

ne P x S x S x x        .    (22) 

Для доказательства теоремы покажем, что из неравенств (21), (22) следуют условия, ана-
логичные неравенствам (19) по отношению к функционалу (3), если в системе (1), (2) исполь-
зуется управление (17). С этой целью найдем фигурирующую в (19) частную производную по 

оптu u , соответствующую интегралу J  (18), который эквивалентен функционалу (3). Диф-
ференцируя первое выражение (18)  по u  и учитывая равенство (17), получим 

 
опт

2
1 опт лин 1

( , ) 2 ( )( ) 2 ( ) ( )T
n

u u

F w u x u u x e P S x x
u

 



   


    . (23) 

Так как составляющая линu  однозначно определяется заданными уравнениями системы 
(1), (2), то вариация  оптu  оптимального управления (17) с учетом указанной выше леммы 
определяется выражением 

 1
опт ( ) [ ( ( )) ] ( )T T T T

nu x e P x S x S x x        .  (24) 

Нетрудно видеть, что, подставляя выражения (23) и (24) в (19), получим условия мини-
мума функционала (3) по оптимальному управлению (17), полностью совпадающие с неравен-
ствами (21) и (22). Так как последние, как показано выше, выполняются, то выполняются и 
условия минимума функционала (3) по управлению (17). Теорема 2 доказана.  

Фактически можно сказать, что из оптимальности управления min min ( )u u w  следует 
оптимальность управления (17). Это управление, очевидно, определяется свойствами нели-
нейностей системы (1), (2), матрицей Q  и коэффициентом  . Так как нелинейности заданы и 
не могут варьироваться, то свойства оптимальной нелинейной системы управления объектом 
(1), (2) можно изменять, как и в линейном случае, путем выбора значений элементов матрицы 
Q  и коэффициента  , т. е. варьируемых параметров функционала (3).  

Метод аналитического синтеза оптимальных уравнений нелинейными объектами, выте-
кающий из приведенных соотношений, покажем на примере синтеза оптимального управления 
для системы, рассматривавшейся в работах [7, с. 188] и [9]. 

4. ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР СИНТЕЗА 

Для системы, которая описывается уравнениями 

 1 2x x ,    3
2 3x x u  ,    3

3 1 3x x cx  ,  (25) 

где 0c   – постоянный коэффициент, найти оптимальное управление, обеспечивающее ми-
нимум функционала (3), где матрица ( )S x  и функция 1( )x  определяются управлением 
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лин лин ( )u u x , линеаризующим уравнения системы (25), матрица diag[2,  6,  8]Q  , а 

0,5  . Переменные состояния измеряются; x  – это область в 3R , где уравнения (25) име-
ют УФЖ. 

Форма уравнений (25), очевидно, не является УФЖ. Однако, эти уравнения легко при-
вести к этой форме, просто переобозначив переменные следующим образом: 1 2x x  , 2 3x x  , 

3 1x x  . В результате уравнения рассматриваемой системы принимают вид 

 3
1 1 2 1( )x cx x x      ,    2 3 2 ( )x x x    ,    3

3 1 3 1( )x x u x u      , (26) 

причем 1 2 2 3/ / 1x x        . Следовательно, уравнения (26) имеют УФЖ при всех 3x R , 
т. е. поставленная задача может быть решена предлагаемым методом. В соответствии с изло-
женным выше сначала синтезируется линеаризующее управление. С этой целью по (11) стро-
ится нелинейное преобразование переменных: 

 1 1w x  ,   3
2 2 1w x cx   ,    2 3

3 3 1 2 13w x cx x cx        (27) 

или в векторно-матричной форме 

 ( ) ( )w x S x x   ,    2
1

2 4 2
1 1

1 0 0

( ) 1 0

3 3 1

S x cx

c x cx

 
 

  
 
  

 

 

.   (28) 

Преобразование (27), (28) является непрерывным и взаимообратным при всех 3x R , 
x   , что позволяет по формулам (7) найти функции 1( )x   и 2 ( )x  : 

 1( ) 1x  ,   2 2 4 3 7 2
2 1 2 1 2 1 1 3( ) 6 21 15 3x cx x c x x c x cx x            .  (29) 

Теперь линеаризующее управление записывается по формуле (12) при 3
3 1( )x x    и minv u : 

 1
лин 1 min( )u u x u   ,     3

лин 2 1( ) ( )u x x x     .  (30) 

Определение оптимального управления по выражениям (13)–(17). Матрица P как реше-
ние уравнения Риккати (14) [3] при заданной матрице  diag 2,  6,  8Q   и 0,5   имеет вид 

 
5,742 5, 243 1,000
5, 243 14,051 2,871
1,000 2,871 2,621

P
 
   
  

.    (31) 

Оптимальное управление по (17) с учетом матриц ( )S x (28), P (31), величины 1( ) 1x   и 
0,5   определяется  выражением  

 опт лин 3( ) ( ) ( )u x u x x    ,    (32) 

где  

 3 5 2
3 1 1 1 2 1 2 3( ) 2 5,742 15,728 5,742 15,728 5, 243x x cx cx x cx x x              .   (33) 
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Итак, искомое оптимальное управление, обеспечивающее минимум функционала (3) с 
заданными матрицей Q , коэффициентом 0,5  , матрицей ( )S x  (28) и величиной 1( ) 1x  , 

согласно (30), (32) и обозначениям (29) и (33) имеет вид 3
опт 2 1 3( ) ( ) ( )u x x x x        . Нако-

нец, возвращаясь от переменных ix  к исходным переменным ix , 1, 2, 3i  , получим 

 3
опт 2 3 3( ) ( ) ( )u x x x x     , (34) 

где   

2 2 4 3 7 2
2 3 1 3 1 3 3 2( ) 6 21 15 3x cx x c x x c x cx x     , 

3 5 2
3 3 3 3 1 3 1 2( ) 2 5,742 15,728 5,742 15,728 5, 243x x cx cx x cx x x      


. 

Для реализации оптимального управления (34) требуется измерение всех переменных со-
стояния, что не всегда возможно. В данном случае эту проблему можно разрешить, как пока-
зано в [9], применив наблюдатель состояния, если измеряется переменная 3x . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Аналитически найти оптимальное управление нелинейной системой можно, если ее 
уравнения представлены в управляемой форме Жордана. Оптимальное управление в этом слу-
чае синтезируется на основе линейных уравнений системы, которые находятся в результате 
применения линеаризующего управления. Последнее является частным случаем стабилизи-
рующего управления, которое строится непосредственно по уравнениям нелинейной системы 
в управляемой форме Жордана. Необходимость приведения уравнений системы к  управляе-
мой форме Жордана не является сильным ограничением, так как уравнения очень многих ре-
альных нелинейных систем имеют управляемую форму Жордана или могут быть приведены к 
ней путем замены переменных. Методика синтеза оптимального нелинейного управления по-
казана на примере. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 

Лемма. Пусть ( )S x  – дифференцируемая по х n n -матрица. Если n-векторы w и x свя-
заны соотношением ( )w S x x , то 

 ( ) ( ) [ ( ( )) ] ( )
TT

T T T TS xw x S x x x S x S x x
x

  
               

,    (П.1) 

где 1 2[ ,  ,  ..., ]Tnw w w w    ,  1 2[ ,  ,  ..., ]Tnx x x x       . 
Доказательство. Покажем справедливость леммы при 2n  . Доказательство при произ-

вольном значении n проводится совершенно аналогично, но громоздко в записи. Итак,  пусть 

11 12

21 22

( ) ( )
( )

( ) ( )
S x S x

S x
S x S x
 

  
 

. 

Из выражения ( )w S x x  следует равенство ( ) ( )w S x x S x x    . Для доказательства 
леммы, как видно из (П.1), достаточно показать справедливость равенства 

( ) [ ( ( )) ]T T TS x x x S x x   . С этой целью найдем сначала произведение  

 

11 11 12 12
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

21 21 22 22
1 2 1 1 2 2

1 2 1 2

( )( )

S S S S
x x x x x x

x x x xS xS x x x x
x S S S S

x x x x x x
x x x x

   

 

   

       
      
         

    
           

      
        

.  (П.2) 

С другой стороны,  

11 11 21 21

1 2 1 2
1 2

12 12 22 22

1 2 1 2

( ) [ ]

T

TT
T

S S S S
x x x xS xx x x

x S S S S
x x x x

        
     
                  
           
                  

 

11 11 12 12 21 21 22 22
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

T
S S S S S S S S

x x x x
x x x x x x x x

               
                                 

. 

Выполняя сначала суммирование в элементах данного вектора-строки, а затем транспо-
нирование, получим n n -матрицу 

11 12 11 12
1 2 1 2

1 1 2 2

21 22 21 22
1 2 1 2

1 1 2 2

( )
TT

T

S S S S
x x x x

x x x xS xx
S S S Sx x x x x
x x x x

                       
      

. 
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Умножая обе части полученного равенства на вектор-столбец x , будем иметь 

 

11 12 11 12
1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

21 22 21 22
1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

( )
TT

T

S S S S
x x x x x x

x x x xS xx x
x S S S S

x x x x x x
x x x x

 



 

       
      
         

   
          

      
        

.   (П.3) 

Сравнивая векторы в правых частях равенств (П.2) и (П.3), заключаем, что векторы в их 
левых частях тождественно равны. Отсюда следует справедливость равенства (П.1). Лемма 
доказана. 
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The problem of nonlinear system optimum control design, despite a long history of development, has not been 

fully solved yet. The existing approaches to its solution based on the Bellman principle of optimality and the Pontryagin 
principle of maximum, generally, result in algorithms that require solving nonlinear partial differential equations. 
Therefore in practice to simplify the problem various assumptions which mostly result in an approximate solution are 
used. In this article a method for designing optimal nonlinear control systems is developed following A.A. Krasovsky, 
with regard to an uncertain quadratic criterion and also to nonlinear systems whose equations are expressed in the Jor-
dan controlled form. The definition of the Jordan controlled form of equations of nonlinear dynamic systems with a sin-
gle control input is given. The existence theorem of linearizing control which does not change the properties of the sys-
tem is proved. It is shown that the solution of the problem of an optimum control design by the developed method exists 
if the equations of a non-linear system are expressed in the Jordan controlled form. Analytical expressions which allow 
finding an optimal control in terms of a nonlinear quadratic criterion whose final kind is determined during the design 
process are given. The solution of the Riccati algebraic equation is used. The optimality of the proposed nonlinear con-
trol is proved. An example of an optimal design of a nonlinear dynamic system control is given. It is shown that the de-
veloped method can be applied for designing optimal control in terms of nonlinear quadratic criteria for various nonlin-
ear systems. 

 

Keywords: nonlinear system, nonlinear transformation, quasilinear form, Jordan controlled form, linearizing 
control, linear equations, uncertain square criterion, analytical design method, optimal control 
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