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В статье рассматривается важная составляющая алгебраического метода синтеза алгоритмов автоматического 
управления пониженного порядка для линейных одноканальных систем. Полиномиальный подход к нахождению опти-
мального регулятора для такой системы опирается на геометрическую интерпретацию инженерных представлений об 
оптимальности: полюса системы должны располагаться в максимально сдвинутой влево области заданного вида в левой 
комплексной  полуплоскости. Максимальный сдвиг, как правило, означает, что на правой границе области, накрывающей 
все полюса – на прямой, на конусе, на гиперболе, оказывается наибольшее их число. Уравнения относительно координат 
этих правых полюсов (корневых координат) связывают степени свободы, обеспечивающиеся настраиваемыми парамет-
рами регулятора. А само взаимное расположение полюсов соответствует критической корневой диаграмме. 

Критическое расположение полюсов означает наличие у характеристического многочлена системы определен-
ного множителя – корневого многочлена. Коэффициенты характеристического многочлена зависят от параметров 
управления, причем для одноканальных систем эта зависимость линейна, тогда как коэффициенты корневого много-
члена зависят от корневых координат. Поделив характеристический многочлен на корневой и приравняв остаток к 
нулю, можно получить систему уравнений, связывающую параметры управления и корневые координаты, что позво-
ляет выразить первые через последние. Этот прием был продемонстрирован на нескольких содержательных примерах, 
однако обоснования непустоты и достаточности системы уравнений не было. В статье теоретически восполняется 
указанный пробел; рассмотрение основывается на анализе свойств многочленов от лапласовой переменной s, коэффи-
циенты которых оказываются линейными функциями от параметров управления и симметрическими многочленами от 
правых корней. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Построение регуляторов пониженного порядка для линейных систем автоматического 
управления – классическая область теории автоматического управления, в которой даже для од-
ноканальных систем остается немало содержательных проблем [1, 2]. Одной из особенностей 
развития области является разрыв между основательно разработанной теорией регуляторов пол-
ного порядка, обеспечивающих заданное конструктором расположение полюсов замкнутой сис-
темы (и тем самым нужные значения основных характеристик переходных процессов), с одной 
                                                        

* Статья получена 15 августа 2014 г. 
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ по государственному 

заданию № 2014/138, проект № 1052. 



А.В. ЧЕХОНАДСКИХ, С.Н. КАЛАШНИКОВ  42 

стороны, и преобладанием в промышленной и технической практике [3] регуляторов малых по-
рядков, для расчета которых не предложено универсальных и надежных численных методов [4], 
в том числе для ПИ- и ПИД-регуляторов, синтезу и настройке которых посвящена обширная 
литература [5, 6], – с другой. Специфика регуляторов пониженного порядка заключается в том, 
что за счет изменения их параметров нельзя добиться произвольного расположения полюсов 
системы, а достижение оптимального расположения оказывается задачей, наталкивающейся на 
ряд типичных трудностей: невыпуклость, многоэкстремальность, недифференцируемость с не-
ограниченными производными. Перечень методов, позволяющих добиваться оптимального по 
различным критериям расположений полюсов систем пониженного порядка, также труднообо-
зрим; некоторые работы идейно близки к настоящей статье (см. напр., [7–12]).  

Главная идея алгебраического метода отыскания критических (оптимальных и субопти-
мальных) расположений полюсов заключается в отыскании таких точек в пространстве C  пара-
метров управления, которым соответствует наличие на правой границе области расположения 
полюсов (полуплоскости, конуса, внутренности параболы или левой ветви гиперболы на ком-
плексной плоскости) максимального их числа. Расположение этих граничных полюсов – «пра-
вых» корней характеристического уравнения системы – описывается несколькими действитель-
ными переменными  , которые профессор А.А. Воевода в конце 1990-х годов предложил име-
новать корневыми координатами [13]. Поскольку в этом случае характеристический многочлен 
должен делиться на произведение скобок, содержащих все правые корни, возникает связь между 
параметрами управления C , входящими в коэффициенты характеристического многочлена, и 
корневыми координатами  . В ряде содержательных примеров удавалось выразить параметры 
управления через корневые координаты из системы уравнений, которая возникает после прирав-
нивания к нулю остатка от деления характеристического многочлена на корневой [14–16]. 

Настоящая статья посвящена обоснованию того, что такая система уравнений в случае 
критического расположения полюсов нетривиальна, не вырождена и обеспечивает связь пара-
метров управления и корневых координат. 

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И СООТНОШЕНИЯ 

Пусть объект (plant) описывается передаточной функцией 1( ) ( )pl plD s N s , а регулятор 

(controller) – функцией    11 1 1
1 0 1 0( ) ( ) ... ...u u v v

C C u v vD s N s s d s d b s b s b
  

        , где 

deg ( ) deg ( ),  pl plD s N s u v  , причем в соответствии с требованием правильности одно из 
неравенств является строгим [7]. Характеристический многочлен одноканальной системы воз-
никает из Диофантова соотношения  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )C pl C pl Cf s D s D s N s N s  

   1 1
1 0 1 0( ) ... ( ) ... ,u u v v

pl u pl v vD s s d s d N s b s b s b 
          

откуда видно, что коэффициенты характеристического многочлена ( ) n
Cf s s   

1
1 0( ) ... ( )n

na C s a C
    линейно зависят от 1k u v    параметров регулятора 

0 1 0( ,..., , ,..., )u vC d d b b .  
В этих условиях пониженный порядок регулятора означает, что его свободных парамет-

ров недостаточно для обеспечения произвольного расположения корней 1,..., nz z  замкнутой 
системы, т. е. k-мерное многообразие коэффициентов многочлена ( )Cf s  строго содержится  

в пространстве nR . Если считать, что линейное вложение 0 1( ,..., )nC a a   не вырождено,  
то пониженный порядок регулятора, как правило, сводится к неравенству 

dim deg ( )Ck C n f s   . 
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Качество управления, достигающегося при каждом значении параметров, определяется 
наименее устойчивыми корнями. Большая серия работ А.М. Шубладзе и его соавторов (см., 
напр., [8–11]), посвящена исследованию систем с наибольшей степенью устойчивости, дости-
жение которой сопровождается наличием на прямой 1Re max Re( ,..., )ns z z  наибольшего 
числа полюсов системы, действительных и комплексно сопряженных, простых и кратных. 

Перечень таких возможностей для разных типов устойчивости описывается критически-
ми корневыми диаграммами [16, 17], формализующими различные варианты тех взаимных 
расположений корней, правая граница которых на комплексной плоскости не может быть 
смещена левее для оптимальных регуляторов (или существенно левее – для субоптимальных) 
за счет изменения параметров C . Из-за того, что каждая степень свободы в пространстве па-
раметров связывается условием наличия на правой границе действительного корня или ком-
плексной пары, число m  этих правых корней оказывается строго больше числа параметров 
регулятора: dimC k m   [16]. 

2. КОРНЕВЫЕ КООРДИНАТЫ И МНОГОЧЛЕНЫ 

Каждой критической корневой диаграмме соответствует корневой многочлен 
1( ) ( ) ... ( )mp s s z s z       [15, 16], который явно включает в себя только корни 1,..., mz z , на-

ходящиеся на правой границе области расположения всех полюсов системы. Значения этих 
правых корней выражаются через k m  корневых координат 1( ,..., )k    , число которых 
совпадает с числом различных корней среди 1,..., mz z . Условие критичности диаграммы вы-
ражается в соотношениях для координат, которые связывают k  степеней свободы пространст-
ва параметров. 

Для реализации того расположения полюсов системы, которое описывается критической 
диаграммой, необходимо, чтобы характеристический многочлен ( )Cf s  содержал множитель 

( )p s . Выполнив деление многочленов с остатком , ,( ) ( ) ( ) ( )C C Cf s p s q s r s    , нужно при-

равнять коэффициенты получающегося остатка ( )r s  к нулю; это дает систему алгебраических 
уравнений, связывающих параметры C  и  . Такая система в [14–16] оказывалась линейной 
по параметрам управления и позволяла выразить их через корневые координаты. 

Разнообразие возникающих возможностей затрудняло формулировку достаточных усло-
вий того, что степень остатка ,deg ( )Cr s  точно равна deg ( ) 1p s  , все коэффициенты остатка 
ненулевые и каждый из них задает нетривиальное уравнение связи C и  , а все вместе они 
позволяют получить выражение C и ( )C C  . Далее указываются соображения, которые по-
зволяют рассчитывать на это в общем случае. 

Как хорошо известно [18], коэффициенты многочлена ( )p s являются элементарными 
симметрическим многочленами j  от корней: 

1 1
1 1( ) ... ( 1) ...m m m m m

m mp s s s s s             , где 1( 1) j
j j

    . 

Все они выражаются через корневые координаты  , причем дифференциальный ранг 
(ранг матрицы Якоби) совпадает с числом различных корней ( / )i jr z k   [19] и, следова-
тельно, корневых координат. 

Предложение 1. Пусть 1( ,..., )mz z  – симметрический многочлен, обращающийся в ноль 
при отождествлении некоторой пары переменных: например, 2 2 3( , , ,..., ) 0mz z z z  . Тогда он 

делится на дискриминант 2

1
( )i j

i j m
z z

  
 . 

Доказательство. Группируя попарно входящие в 1( ,..., )mz z  одночлены, которые взаим-
но уничтожаются при подстановке 1 2z z , можно вынести разность 1 2z z  как общий мно-
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житель и представить данный многочлен в виде 1 1 2 1 1( ,..., ) ( ) ( ,..., )m mz z z z z z    . Очевидно, 

1 1 2( , ..., )mz z z  является кососимметрическим многочленом, меняющим знак при перестановке 

1z  и 2z , в силу чего 1 2 2 3( , , ,..., ) 0mz z z z   и 1 1 1 2 2 1( ,..., ) ( ) ( ,..., )m mz z z z z z    . В итоге 
2

1 1 2 2 1( ,..., ) ( ) ( ,..., )m mz z z z z z    . В силу симметричности исходного многочлена по всем 

переменным можно записать 2
1 0 1

1
( ,..., ) ( ) ( ,..., )m i j m

i j m
z z z z z z

  
    . 

Следствие 1. В условиях предложения 1 1deg ( ,..., ) ( 1)mz z m m   . 

Предложение 2. Пусть корневой многочлен 1
1 1( , ,..., ) ...m m

m mp s z z s s       сепара-
белен. Тогда все коэффициенты частного 1( , ,..., )t mq s z z  и остатка 1( , ,..., )t mr s z z  от деления 

одночлена ts на многочлен ( )p s  при  t m  являются ненулевыми симметрическими много-
членами от 1,..., mz z .  

Данное утверждение вытекает из того, что все коэффициенты многочленов ( )tq s  и ( )tr s  
оказываются нетривиальными многочленами от элементарных симметрических функций 

1,..., m   и в силу алгебраической независимости последних [18] не обращаются в ноль. На-
пример,  

   4 4 3 2 3 2
1 2 3 4 1 2 3 41 ;s s s s s s s s               

    5 4 3 2 2 3 2
1 2 3 4 1 1 2 1 2 3 1 3 4 1 4[ ] ( ) ( ) ;s s s s s s s s s                            

   
   

  

7 4 3 2 3 2 2 3
1 2 3 4 1 1 2 1 1 2 3

4 2 2 3 3 2 2 2
1 1 2 1 3 2 4 1 2 1 3 1 2 1 4 2 3

3 2 2 3
1 3 1 4 1 2 3 2 4 3 1 4 1 2 4 3 4

2

3 2 2 2

2 2

s s s s s s s s

s s

s

                      

                            

                        

 

и т. д.; в квадратные скобки заключено частное ( )tq s , в фигурные – остаток ( )tr s . 
Замечание. При делении суммарная степень по переменным 1, ,..., ms z z  всех возникаю-

щих одночленов сохраняется; у входящих в остаток ( )tr s  одночленов суммарная степень по 

1,..., mz z  равна t , а в частном ( )tq s , соответственно, эти суммарные степени равны t m . 
В частности, степени коэффициентов остатков как функций от корней 1,..., mz z  с ростом t  
повышаются. Это видно и из вышеприведенных примеров. 

Следствие 2. Из замечания и следствия 1 ясно, что при несепарабельном корневом мно-
гочлене  ( )p s  и соотношении степеней ( 1)t m m   все коэффициенты остатков ( )tr s  не об-
ращаются в тождественный ноль. 

Следующее утверждение очевидно. 
Предложение 3. Пусть 1( ),..., ( )lf s f s – некоторые многочлены, деление которых на мно-

гочлен ( )p s  приводит к остаткам 1( ),..., ( )lr s r s и частным 1( ),..., ( )lq s q s . Тогда деление линей-
ной комбинации 1 1( ) ... ( )l lf s f s    на многочлен ( )p s  дает остаток 

1 1( ) ( ) ... ( )l lr s r s r s     и частное 1 1( ) ( ) ... ( )l lq s q s q s    .  

Положив ( ) ,..., ( )n m
n mf s s f s s  ,  1

0 1 0( ) ( ) ... ( )m
mr s a C s a C
   , применим предло-

жение 3 к характеристическому и корневому многочленам системы: 

1
1 0 1 1

1 1 0

( ) ( ) ... ( ) ( ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ).

n n
C n n n n m m

n n n m m

f s s a C s a C q s a C q s a C q s p s

r s a C r s a C r s r s
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Предложение 4. Остатки ( )..., ( )m nr s r s  линейно независимы над полем R. 
Предположим, что ( ) ... ( ) 0m m n nr s r s      и 1n – максимальный номер, для которого 

1
0n  . Подставив ( ) ( ) ( )k

k kr s s p s q s  , получим равенство 1
1

... nm
m ns s     

1 1
( )[ ( ) ... ( )]m m n np s q s q s    . Если многочлен 1

1
... nm

m ns s   нетривиален, то он имеет 

1n  фиксированных корней 
11,..., n   в поле C, считая с их кратностями. Придавая корневым 

переменным 1,..., mz z  значения, отличные от 
11,..., n  , приходим к противоречию с равенст-

вом 1
1 1 1

... ( )[ ( ) ... ( )]nm
m n m m n ns s p s q s q s       .  

Следствие 3. Точно так же устанавливается, что остатки ( ),..., ( )m nr s r s  линейно незави-
симы над кольцом ( )CR . Это свойство легко усматривается также и из различия в степенях 
коэффициентов ( )..., ( )m nr s r s  как функций от корней (см. замечание к предложению 2). 

Предложение 5. Остаток от деления характеристического многочлена на корневой  

, 1 1 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ... ( ) ( , ) ( )C n n n m mr s r s a C r s a C r s r s            
1

1 1 1 0( , ) ( ) ( , ) ... ( ) ( , ) ( ) ... ( )m
n n n m m mr s a C r s a C r s a C s a C

             

не содержит тождественно нулевых коэффициентов при степенях s . 
Это следует из того, что коэффициенты при переменной s  остатков 

0 ( , ), ( , ),..., ( , )m nr s r s r s    оказываются нетривиальными линейными комбинациями одночле-
нов различных степеней от  корней 1,..., mz z  (см. предложение 2 и замечание к нему). 
 

Теорема (А.В. Чехонадских). Пусть зависимость коэффициентов характеристического 
многочлена 1

1 0( ) ( ) ... ( )n n
C nf s s a C s a C

     от k n  параметров управления 

1( ,..., )kC c c  линейна и невырожденна, а корни 1,..., mz z  многочлена 

1( ) ( ) ... ( )mp s s z s z      , соответствующего некоторой критической корневой диаграмме, 

выражаются через l m  корневых координат  , причем ( 1)m n m m   . Тогда приравнива-
ние к нулю остатка , ( )Cr s  от деления характеристического многочлена на корневой  позволя-
ет выразить параметры управления C через корневые координаты  . 

Доказательство. Как указано в разделе 1, число m  корней, реализующих корневую диа-
грамму,  больше числа k  параметров управления: k m . По предложению 2 и следствию 2 

,deg ( ) 1Cr s m   , причем никакие коэффициенты многочлена , ( )Cr s  при переменной s  не 
обращаются в тождественный ноль (предложение 5). Система уравнений, полученная из при-
равнивания к нулю коэффициентов при различных степенях переменной s :  

1
1 1 1 0( , ) ( ) ( , ) ... ( ) ( , ) ( ) ... ( ) 0m

n n n m m mr s a C r s a C r s a C s a C
             

содержит m  линейных уравнений относительно коэффициентов 0 1( ),..., ( )na C a C . Очевидно, 
ранг этой системы также равен m  (слева в матрицу системы входит единичный блок поряд-
ка m ). Выбрав k  коэффициентов ( )ja C , зависимость которых от параметров управления C  

взаимно однозначна, выразим их из этой системы через многочлены 1,..., m   (это возможно, 
так как по предложению 4 столбцы, не входящие в единичный блок, независимы), что позво-
ляет выразить также параметры управления 1( ,..., )kC c c  через корневые координаты  . 

Замечание. Подстановка полученных алгебраических выражений параметров управлений 
в остальные m k  уравнений приводит к системе уравнений относительно корневых коорди-
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нат. Ее совместность является необходимым условием реализуемости критической корневой 
диаграммы, а ее решение позволяет указать конкретные точки в пространстве параметров и 
выяснить, действительно ли расположение полюсов отвечает критической диаграмме. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

Доказанная теорема теоретически обеспечивает важнейший этап алгебраического метода 
синтеза линейных САУ с регулятором пониженного порядка. Осуществляемое в серии приме-
ров с объектами 6-го порядка и регуляторами различной структуры явное выражение парамет-
ров управления через корневые координаты опирается на очевидные свойства системы урав-
нений , ( ) 0;Cr s   через корневые координаты выражается также и целевая функция – числен-
ная характеристика расположения полюсов и достигнутого качества управления. Очевидность 
этих свойств уравнений в каждом из примеров не позволяла, однако, гарантировать их уни-
версальность даже для линейных одноканальных систем.  

Здесь возможность обращения зависимости полюсов системы от параметров управления 
установлена при достаточно широких предположениях, выполняющихся в большинстве есте-
ственно возникающих случаев. Во-первых, это инъективность вхождения параметров регуля-
тора в коэффициенты характеристического многочлена замкнутой системы; во-вторых, это 
соотношение степеней ( 1)n m m   характеристического ( )n  и корневого ( )m  многочленов, а 
поскольку степень m  связана с числом параметров управления, то приведенное неравенство 
означает отсутствие слишком большого разрыва между порядками объекта и регулятора. 

Авторы сердечно благодарны профессору А.А. Воеводе, предложившему концепцию 
корневых координат и поставившему ряд исследовательских проблем в этом направлении. 
Большую помощь в работе авторы получили от канд. физ.-мат. наук А.Н. Корюкина, который 
на нескольких содержательных примерах продемонстрировал алгебраический метод синтеза и 
обеспечил практическую базу для теоретической разработки этой статьи.  
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The paper is devoted to an important component of an algebraic method of designing algorithms of the low order 
control for linear SISO systems. A polynomial approach to finding an optimal controller for such a system relies on the ge-
ometril interpretation of engineering conceptions of optimality: system poles have to be placed in the most left shifted area 
in the left complex semi-plane. As a rule, the maximum shift means that the largest number of system poles is located on 
the right border of the area covering all poles – on a straight line, on a cone or on a hyperbole. Equations relating to coordi-
nates of these right poles (root coordinates) connect freedom degrees provided by free regulator parameters. And the mutual 
location of poles corresponds to the critical root diagram. 

The critical pole location means that a characteristic polynomial has a certain factor, namely a root polynomial. Co-
efficients of the characteristic polynomial depend on control parameters, and this dependence is linear for SISO systems 
whereas coefficients of the root polynomial depend on root coordinates. Having divided the characteristic polynomial by 
the root one and having equated the excess to zero, we will receive the system of equations connecting control parameters 
and root coordinates, which makes it possible to express the former on terms of the latter. This approach was shown on sev-
eral conceptual examples; however completeness and sufficiency of the equation system were not validated. 

This gap is theoretically explained in the article; consideration is based on the analysis of properties of polyno-
mials depending on the s Laplace variable whose coefficients appear to be linear functions of control parameters and 
symmetric polynomials of the right roots. 

Keywords: automatic control, optimal control, linear SISO system, low order controller, optimal root location, 
root coordinates, critical root diagram, root polynomial, symmetric polynomials  
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