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В данной работе предложен новый метод определения стационарности процессов, ос-

нованный на применении алгоритма цифрового дифференцирования сигналов (ЦДС) с ис-

пользованием скользящей квадратичной аппроксимации и псевдообратных матриц. Множе-

ство и разнообразие прикладных задач, при решении которых возникает потребность опре-

деления интервалов стационарности режимов наблюдаемых и/или управляемых процессов, а 

также разнообразие условий, в которых должны определяться данные интервалы, обуслов-

ливают актуальность совершенствования существующих и создания новых методов решения 

обсуждаемой задачи. Сущность предлагаемого метода заключается в том, что при исследо-

вании процессов на стационарность анализируются и используются не только значения са-

мого сигнала, но и значения его первой и второй производных. Такой подход открывает ши-

рокие возможности не только для более точного определения границ режима контролируе-

мого процесса, но и позволяет осуществлять прогноз изменения режима процесса во време-

ни. В работе приводятся постановка задачи ЦДС в реальном масштабе времени и описание 

предлагаемого алгоритма ее решения, а также описание и некоторые результаты исследова-

ний нового метода определения интервалов стационарности процессов, основанного на 

предложенном алгоритме ЦДС и сравнения предлагаемого метода с хорошо известным в 

математической статистике методом определения стационарности процессов, основанным 

на использовании критерия инверсий. Предлагаемый метод позволяет с  высокой точностью 

как вычислять значения производных, так и определять режимы стационарности процессов 

реальных объектов и имеет значительно более высокую помехоустойчивость, чем методы, 

основанные на использовании классических статистических критериев стационарности.  

Рекомендуется при построении математических моделей сложных динамических объектов, 

функционирующих в реальном масштабе времени.   
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ВВЕДЕНИЕ 

Одной из важных задач, которую необходимо решать при построении 

математических моделей различных процессов и объектов, является задача 

определения стационарности режимов и характеризующих их параметров 

(сигналов) [1, 2]. Актуальность данной задачи обусловлена тем, что матема-

тическое описание и анализ стационарных и нестационарных процессов мо-

гут существенно отличаться. Совершенно очевидно, что важно не только 

идентифицировать, стационарен процесс или нет, но и точно определить мо-

мент времени, когда он начинает изменять свое стационарное состояние на 

противоположное. Выполнение данного требования связано с необходимо-

стью своевременно задействовать в текущий момент времени математиче-

ский аппарат, соответствующий характеру протекающего процесса. Для ре-

шения данной задачи в настоящее время известен целый ряд методов, наибо-

лее популярным и часто используемым из которых является так называемый 

критерий инверсий [2–4]. Однако множество и разнообразие прикладных за-

дач, при решении которых возникает потребность определения интервалов 

стационарности режимов наблюдаемых и/или управляемых процессов, а так-

же разнообразие условий, в которых должны определяться данные интерва-

лы, обусловливают актуальность совершенствования существующих и созда-

ния новых методов решения обсуждаемой задачи. 

В данной работе реализуется одна из возможностей решения отмеченной 

выше задачи, заключающаяся в применении метода цифрового дифференци-

рования сигналов (ЦДС), основанного на использовании скользящей квадра-

тичной аппроксимации дифференцируемого сигнала и применении для ее 

получения псевдообратных матриц [5–8]. Сущность предлагаемого метода 

заключается в том, что при исследовании процессов на стационарность ана-

лизируются и используются не только значения самого сигнала, но и значе-

ния его первой производной. Такой подход открывает широкие возможности 

не только для более точного определения границ режима контролируемого 

процесса (под границей режима здесь и далее будем понимать момент време-

ни, когда происходит изменение стационарного режима на нестационарный 

или наоборот), но и позволяет осуществлять прогноз изменения режима про-

цесса во времени. 

Ниже приводятся постановка задачи ЦДС в реальном масштабе времени 

или, что то же самое, в режиме online и описание предлагаемого алгоритма ее 

решения, а также описание и некоторые результаты исследований нового ме-

тода определения интервалов стационарности процессов, основанного на 

предложенном  алгоритме ЦДС и сравнения предлагаемого метода с хорошо 

известным в математической статистике методом определения стационарно-

сти процессов, основанного на использовании критерия инверсий [2–4]. 
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1. ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ  ЦДС  

В РЕАЛЬНОМ МАСШТАБЕ ВРЕМЕНИ 

Как известно из математического анализа [9, 10], задача дифференциро-

вания сигнала ( )s s t , где ( )s t  – некоторая функция времени t при любом 

фиксированном значении 0 ,t t  заключается в том, чтобы вычислить значе-

ние производной данного сигнала в соответствии с равенством 

 0/ ( ) /ds dt ds t dt .   (1) 

При этом предполагается, что производная /ds dt  удовлетворяет соотноше-

нию 

 
0

/ lim /
t

ds dt s t
 

   ,  (2) 

где t  и s  – переменные, называемые соответственно приращениями аргу-

мента  t  и  сигнала  S  и определяемые равенствами 

 а) 0t t t        и     б) 0( ) ( )s s t s t   . (3)  

Заметим, что соотношение (2) в ряде случаев позволяет вычислить ее 

точное значение. В частности, данная возможность оказывается вполне реа-

лизуемой во всех тех случаях, когда дифференцируемый сигнал  S задан ана-

литически, т. е. с помощью той или иной формулы, и является доступным для 

выполнения всех необходимых математических операций, связанных с вы-

числением его производной в соответствии с соотношением (2). В реальных 

условиях, когда дифференцируемый сигнал  S  задан не аналитически, а в ви-

де некоторой кривой или некоторой таблицы, содержащей дискретные значе-

ния it  и соответствующие им значения ( )i is s t  сигнала S, вычислить анали-

тически значение производной c использованием соотношения (2) оказывает-

ся, вообще говоря, невозможно [11, 12]. Это обусловливается тем, что во всех 

подобных случаях у нас имеются лишь конечные значения приращений t   

и s , фигурирующих в правой части соотношения (2), и, соответственно, нам 

неизвестны значения сигнала ( )s s t , соответствующие значениям аргумента 

t, лежащим между его значениями 0t t  и 0 ,t  и, следовательно, у нас нет 

возможности вычислить точное значение предела, к которому стремится их 

отношение /s t   при 0t  . Отмеченное обстоятельство вынуждает раз-

рабатывать и использовать так называемые численные или, что в данном слу-

чае то же самое, цифровые методы дифференцирования сигнала S, которые 

изначально ориентированы на использование в условиях, когда приращения 

t  и s  имеют конечные значения. При этом, как это и бывает в реальных 

условиях, предполагается, что приращение t  мы можем изменять с учетом 

цели использования ЦДС и конкретных условий, в которых предполагается 

его использовать. 

В данной работе использован метод ЦДС, основанный на скользящей 

аппроксимации дифференцируемого сигнала квадратичными полиномами и 
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применении для их построения псевдообратных матриц [5]. Сущность данно-

го метода заключается в следующем:  

1) предполагается, что в окрестности любого значения t входной сигнал 

S дифференциатора может быть достаточно точно аппроксимирован алгебра-

ическим полиномом вида 

 2ˆ( )s t at bt c   , (4) 

коэффициенты a, b и c которого являются постоянными в окрестности 

[ , ]t t t t   
данного значения t и изменяются с изменением t вне данной 

окрестности; 

2) в каждый фиксированный момент времени 0t  имеется совокупность 

m + 1 измеренных значений 

0 0 0( ), ( ( 1) ), ..., ( )s t m t s t m t s t     ; 

3) поиск коэффициентов полинома сводится к решению системы услов-

ных линейных алгебраических уравнений     

 T TAx s , (5) 

где знаком « » обозначено условное или, что то же самое, приближенное 

равенство, а матрица A и векторы Tx  и Ts  данной системы определяются 

следующими равенствами: 

 а) 
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0 0
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; (6) 

 

4) вычисление решения условной системы уравнений (5) сводится к ми-

нимизации евклидовой метрики ˆ( , )s s , определяемой равенством 

  
1

2 2ˆ ˆ( , ) ( )i is s s s   .  (7)  

Здесь ( )i is s t  – измеренные значения сигнала S в моменты времени 

0it t i t   , 0,i m ; ˆ ˆ( )i is s t  – значения аппроксимирующего полинома (4), 

соответствующие этим же моментам времени it ; m – некоторое ограниченное 

натуральное число, меньшее M, где M – верхняя граница допустимых значе-

ний m, выбираемая с учетом технических возможностей аппаратного устрой-

ства, с помощью которого реализуется дифференцирование сигнала, а также 

желаемого быстродействия, уровня ошибок в значениях сигнала и т. п.; 
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5) в качестве решения Tx  системы (5) используется ее псевдореше-

ние ,Tx  вычисляемое согласно равенству 

 T Tx A s
   , (8) 

где A  – псевдообратная к A матрица. Как известно [6, 7], минимальное зна-

чение метрика (7) принимает именно в случае, когда в качестве решения 

несовместной системы (5) используется ее псевдорешение Tx , что и оправ-

дывает его использование в данном случае; 

6) как следует из формулы (6б), компонентами 1 2 3, ,x x x    полученно-

го псевдорешения 
Tx  являются соответственно коэффициенты a, b и c поли-

нома (4), и, таким образом, данным коэффициентам присваиваются числен-

ные значения согласно следующим равенствам: 

 а) 1a x  ,   б) 2b x     и   с) 3c x  ;  (9) 

7) вычисление производной  осуществляется в соответствии с равен-

ством  

 0/ 2ds dt at b  ,  (10) 

полученным в результате дифференцирования полинома (4) по времени t; 

8) повторное дифференцирование данного полинома позволяет полу-

чить простейшее равенство вида 

 2 2/ 2d s dt a ,   (11)  

определяющее вторую производную 
2 2/d s dt дифференцируемого сигнала S. 

Изложенная выше последовательность операций полностью и вполне 

однозначно представляет вычислительную схему предлагаемого метода и 

реализующего его алгоритма ЦДС. В завершение рассмотрения данного ме-

тода отметим следующие две особенности, иллюстрирующие широкие воз-

можности его практического применения. 

1. Существование и единственность матрицы A , псевдообратной к 

любой исходной матрице A, а также наличие в предлагаемом методе изменя-

емых параметров t  и m позволяют в каждой конкретной ситуации выбирать 

их численные значения так, чтобы обеспечить наибольшую точность аппрок-

симации дифференцируемого сигнала и возможность реализации метода 

имеющимися техническими средствами. 

2. Использование предлагаемого метода позволяет без заметных усилий 

реализовать дифференцирование сигнала S в режиме так называемого 

«скользящего окна» или, что то же самое, в режиме online. Как видно из  

выражений (6)–(11), для этого необходимо и достаточно ввести в реализую-

щий его алгоритм оператор, обеспечивающий «обновление» матрицы A и 

вектора 
Ts в равенстве (6) по мере поступления в дифференциатор новых из-

меренных значений 0 0( ), ( 2 ),...s t t s t t   сигнала S. 
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2. СИНТЕЗ МЕТОДА ОПРЕДЕЛЕНИЯ  

ИНТЕРВАЛОВ СТАЦИОНАРНОСТИ ПРОЦЕССОВ  

С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ИХ ЗНАЧЕНИЙ  

И ЗНАЧЕНИЙ ИХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Изложенный выше метод ЦДС открывает широкие возможности для 
синтеза различных методов определения стационарности процессов с исполь-

зованием их значений и значений их производных. В частности, используя 
данный метод, можно предложить метод решения данной задачи, представ-

ленный следующей последовательностью операций: 
1) пусть в каждый момент времени t производится одно измерение сигна-

ла  S  и в каждом из них имеется m + 1 измеренных значений данного сигнала; 
2) далее будем предполагать, что выполняются следующие два условия: 

а) m – некоторое ограниченное натуральное число, значение которого 
мы можем выбирать с учетом наших потребностей; 

б) расстояние между соседними моментами времени равно Δt, и, как и 
число m, при необходимости мы можем его изменять; 

3) в каждый момент времени t вычисляются значения первой и второй 

производных измеряемого сигнала  s = s(t)  в соответствии с равенствами (10) 
и (11); 

4) с учетом требований, необходимых при решении конкретной задачи 
определения стационарности процесса, формируются критерии его стацио-

нарности. В качестве таких критериев служат отклонения сигнала  s = s(t),  

его первой /ds dt  и (или) второй 2 2/d s dt  производных в соседний или со-

седние моменты времени в соответствии со следующими условиями: 

 

1

1 1

2 2 2 2
1 1

;

/ / ; 0, ,

/ / ,

i i

i i i i

i i i i

s s

ds dt ds dt i m

d s dt d s dt



 

 

   


   


  

 (12) 

где  α,  β  и  γ – некоторые параметры, числовые значения которых выбира-

ются исходя из условий конкретной задачи определения стационарности 
процессов; 

5) для определения режимов стационарности возможна обработка значе-

ния сигнала и его производных группами, когда количество одновременно 
используемых значений в группе больше одного, обработка при этом осу-

ществляется в режиме так называемого «скользящего окна»; 
6) параметры  α,  β  и  γ  выбираются при решении каждой конкретной 

задачи индивидуально, исходя из требований к предельному отклонению 
сигнала и его производных в соседние моменты времени. Действительно, для 

разных процессов данные требования могут существенно отличаться: в одних 
случаях это могут быть доли процента, а в других – единицы и даже десятки 

процентов. Данная задача является темой дальнейших исследований и более 
подробно рассматриваться здесь не будет. 

Ниже приведем некоторые результаты экспериментальных исследова-
ний, наглядно иллюстрирующих преимущество предлагаемого метода по 

сравнению с хорошо известным в математической статистике методом опре-
деления стационарности процессов, основанным на применении критерия 

инверсий. 
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3. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ  

НОВОГО МЕТОДА ОПРЕДЕЛЕНИЯ СТАЦИОНАРНОСТИ, 

ОСНОВАННОГО НА ПРИМЕНЕНИИ АЛГОРИТМА  ЦДС 

Применение непараметрических критериев, при использовании которых 

не требуется иметь априорной информации о типе и виде процесса (сигнала), 

очень важно с практической точки зрения. К таким непараметрическим кри-

териям как раз и относятся критерий серий и критерий инверсий [2–4]. По-

следний представляет собой более мощное средство для обнаружения моно-

тонных трендов в данных наблюдениях. Критерий инверсий может быть 

непосредственно использован для проверки гипотезы о стационарности. 

Именно по этой причине критерий инверсий был выбран в качестве метода, с 

которым проводились сравнения. 

Количество измеренных значений сигнала, по которому возможно опре-

деление стационарных режимов для критерия инверсий, ограничено снизу 

числом 10. Это обусловлено тем, что именно с этого значения начинаются 

все известные таблицы распределений. Предлагаемый метод ЦДС для опре-

деления режимов стационарности лишен данного недостатка и, в принципе, 

позволяет решать поставленную задачу при количестве измерений сигнала 

больше или равном трем. При этом чем больше значений сигнала обрабаты-

вается одновременно, тем зачастую выше точность вычисления производной 

и, соответственно, тем точнее можно идентифицировать, стационарен про-

цесс или нет. Однако необходимо отметить, что, во-первых, с увеличением 

количества одновременно обрабатываемых измерений увеличивается вычис-

лительная сложность [5, 13–15]; во-вторых, при фиксированных значениях 

приращений времени возможности увеличения количества измерений огра-

ничены; в-третьих, с увеличением количества измерений размывается грани-

ца (момент времени) изменения состояния режима. 

При проведении экспериментальных исследований количество одновре-

менно обрабатываемых значений сигнала выбиралось из ряда от 10 до 80 с 

шагом 10 и осуществлялось в режиме «скользящего окна». Сигналы  были 

различными по своему виду, но рисунки приведены только для одного вида 

сигнала с количеством измерений m, равным 10 и 80.  

Для критерия инверсий также использовался другой способ обработки 

сигнала, когда сигнал обрабатывался не в режиме «скользящего окна», а 

группами по 10–80 измерений. При этом на границах данных групп осу-

ществлялся анализ состояния сигнала, и либо процесс продолжал оставаться 

стационарным или нестационарным, либо менял свое состояние на противо-

положное. Результаты, полученные таким способом, оказались несколько 

хуже, чем те, которые приведены. Это обусловлено тем, что всякий раз, когда 

необходимо обработать следующую группу измерений сигнала, ее предвари-

тельно необходимо получить, а во время процедуры «накопления» никаких 

действий по обработке сигнала не производится и, таким образом, часть по-

лезной информации оказывается утраченной. Однако, не упомянуть об этих 

результатах нельзя, так как именно таким образом реализован «классиче-

ский» критерий инверсий.  
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Ниже приводятся и обсуждаются некоторые результаты численных экс-

периментов, цель проведения которых заключалась в том, чтобы подтвердить 

работоспособность и преимущества предлагаемого метода ЦДС для решения 

задачи определения стационарности процессов. Все эксперименты были про-

ведены с помощью пакета прикладных программ Matlab. При этом в качестве 

дифференцируемых сигналов использовались реальные сигналы, полученные 

с датчиков давления на выходе магистрального насосного агрегата, приводи-

мого в действие электродвигателем большой мощности. 

Рассмотрим ряд графических зависимостей, приведенных на рис. 1–5, 

иллюстрирующих преимущество предлагаемого метода по сравнению с ме-

тодом, основанным на применении критерия инверсий. 

Результаты экспериментальных исследований, представленные на рис. 1 

и 3, представляют собой функциональные зависимости сигнала и его произ-

водной от времени и обозначены символами S и dS соответственно. На рис. 2, 

4 и 5 изображены участки стационарности сигнала, полученные в эти же мо-

менты времени с помощью критерия инверсий и предлагаемого метода, кото-

рые располагаются в интервалах от 1 до 1.5 и от 0 до 0.5 по оси ординат и 

имеют обозначение Minv  и Mnew  соответственно. При этом стационарный 

режим соответствует верхнему уровню (1.5 и 0.5). В подрисуночных надпи-

сях литерой m обозначено количество измерений, по которым осуществлялся 

анализ стационарности. 

В названиях рисунков фигурирует параметр β (вторая строка формулы 

(12)), физический смысл которого состоит в том, что он задает максималь-

ное значение отклонений производной в текущий момент времени от значе-

ний в предыдущий момент времени и позволяет, таким образом, самостоя-

тельно выбирать границы, в которых сигнал будет считаться стационарным. 

Для каждого конкретного процесса эта величина может выбираться инди-

видуально, в соответствии с теми требованиями и ограничениями, которые 

характерны именно для данного процесса. При проведении эксперимен-

тальных исследований данный интервал выбирался произвольно, без учета 

каких-либо факторов, с целью продемонстрировать возможности предлага-

емого метода. 

 

 

Рис. 1. Сигнал S и его производная dS, m = 80 
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Рис.2. Определение стационарности, m = 80 

 

Рис. 3. Сигнал S и его производная dS, m = 10 

 

Рис. 4. Определение стационарности, m = 10, β = 0.1 
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Рис. 5. Определение стационарности, m = 10, β = 0.01 

Из приведенных графиков видно, что чем больше количество одновре-

менно обрабатываемых измерений, тем критерий инверсий работает луч-

ше – четче видны границы перехода из одного состояния процесса в другое. 

Это в общем случае присуще и предлагаемому методу, однако у критерия 

инверсий есть один существенный недостаток, который заключается в том, 

что он позволяет определять состояния стационарности строго в соответ-

ствии с таблицей распределения вероятностей и не допускает самостоя-

тельного изменения условий стационарности. В отличие от критерия инвер-

сий, предлагаемый метод позволяет самостоятельно, на основе имеющейся 

информации, условий, личного опыта, технической документации и т. п. 

устанавливать интервалы изменения значений производной (сигнала), в  

соответствии с которыми можно будет считать процесс стационарным  

либо нестационарным. 

Существенным отличием предлагаемого метода от традиционных в ма-

тематической статистике методов определения стационарности [2–4], явля-

ется то, что он позволяет в более широких пределах выбирать доверитель-

ные интервалы для выделения стационарных режимов, руководствуясь при 

этом теми или иными соображениями, например исходя из погрешности 

измерительных приборов, регистрирующих изменения контролируемых па-

раметров.  

Еще одной замечательной особенностью данного метода является то, 

что он обладает высокой устойчивостью к погрешностям измерений диффе-

ренцируемого сигнала и является более пригодным для работы с сигналами, 

измеряемыми в реальном масштабе времени, что не характерно для крите-

риев стационарности, используемых в математической статистике (крите-

рий серий, критерий инверсий) [5]. 

ВЫВОДЫ 

Результаты, представленные в предыдущих разделах, позволяют сде-

лать следующие выводы. 

1. Предложенный метод определения стационарности процессов, в ос-

нове которого лежит алгоритм ЦДС, основанный на использовании сколь-

зящей квадратичной аппроксимации и псевдообратных матриц, позволяет с 
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высокой точностью как вычислять значения производных, так и определять 

режимы стационарности процессов реальных объектов. Он имеет значи-

тельно более высокую помехоустойчивость, чем методы, основанные на 

использовании классических статистических критериев стационарности. 

2. В отличие от критерия инверсий предложенный алгоритм позволяет 

в широких пределах варьировать доверительные интервалы стационарности 

процессов, что значительно упрощает процедуру настройки реализующего 

его алгоритма для корректного определения момента наступления и дли-

тельности стационарного либо нестационарного режимов. 

3. Выбор интервалов изменения значений производной осуществляет-

ся, исходя из условий и особенностей, характерных каждому конкретному 

процессу. 

4. Алгоритм, реализующий предложенный метод, является достаточно 

простым и доступным для аппаратной и программной реализаций. 
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